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Introducere

Teoria probabilitatilor si statistica matematica se aplica in majoritatea
domeniilor stiintei, incepand cu stiintele exacte si ingineresti si finalizand cu
stiintele socio-economice, in special acolo unde existd conditii de risc si
incertitudine si unde este necesara adoptarea unor decizii riguros argumentate.

Una dintre constructiile de bazd in fundamentele statisticii $1 teoriei
probabilitdtilor, precum si in justificarea aplicarii acestora in alte domenii, este
data de “legea numerelor mari” teoremd binecunoscuta care 1i apartine
matematicianului Jakob Bernoulli (1654-1705), fiind aparuta in lucrarea postuma
“Ars conjectandi” (1713). Printre alti matematicieni care au ramas celebri in
teoria probabilitatilor si statistica, 1i amintim pe: de Moivre, Laplace, Gauss,
Bertrand, Poincaré, Cebisev, Liapunov, Markov, Borel, Kolmogorov, Glivenko.
De asemenea, scoala romaneascd de probabilitati, fondata de Octav Onicescu, §i
reprezentatd de nume precum Gheorghe Mihoc si Marius losifescu, a adus
contributii semnificative in dezvoltarea acestui domeniu.

Cartea de fata isi propune sa vind in sprijinul studentilor care au ca
disciplind de studiu, in cadrul a diferite specializari, disciplina Probabilitati si
statistica, oferindu-le acestora o gama largd de aspecte teoretice, insotite de
exemple si aplicatii. Ca structura, cartea se fundamenteaza pe baza a treisprezece
capitole, sase dintre acestea fiind dedicate Teoriei probabilitatilor, respectiv
sapte capitole, Statisticii matematice.

In Capitolul 1, sunt prezentate concepte de bazi ale teoriei
probabilitdtilor, mai precis, experiente aleatoare, evenimente, probabilitate,
reguli de calcul cu probabilitati, in timp ce in Capitolul 2, sunt abordate notiuni
precum variabile aleatoare, caracteristici numerice ale variabilelor aleatoare,
functia caracteristici, functia generatoare de momente. In Capitolul 3 sunt
prezentate principalele legi de probabilitate ale variabilelor aleatoare discrete si
anume: legea discretd uniformd, legea binomiald si cazul sau particular legea
Bernoulli, legea binomiald cu exponent negativ si cazul particular legea
geometricd, legea hipergeometrica si legea Poisson (legea evenimentelor rare),
jlar in Capitolul 4 sunt prezentate principalele legi de probabilitate ale
variabilelor aleatoare continue, si anume: legea continud uniforma
(rectangulard), legea normala (Gauss-Laplace), legea log-normala, legea
gamma, legea beta, legea y?(Helmert-Pearson), legea Student (t) si cazul siu
particular legea Cauchy, legea Snedecor si legea Fisher, legea Weibull si cazul
sau particular, legea exponentiald. Capitolul 5 se construieste in jurul
convergentei, de diferite tipuri, a variabilelor aleatoare, fiind mentionate
convergenta aproape sigura, convergenta in probabilitate, convergenta in
repartitie, precum si legile numerelor mari si teorema limitd centrala. Partea
aferenta teoriei probabilitatilor se incheie cu Capitolul 6, dedicat algoritmilor de
simulare a variabilelor aleatoare. Tn Capitolul 7, se studiazd elemente de

7



statisticd descriptivd si aspecte privind organizarea datelor, cat si analiza
acestora, punandu-se accentul pe modalitatile de reprezentare, dar si pe gasirea
diverselor marimi caracteristice. Notiunile sunt insotite de exemple adecvate si
actuale. Tn Capitolul 8 sunt prezentate notiuni de teoria selectiei, incepand cu
descrierea generarii unor valori particulare ale variabilelor aleatoare discrete sau
continue si continuand cu legi de probabilitate ale variabilelor de esantionare.
Capitolul 9 contine o0 scurta introducere in teoria estimatiei. Se prezinta, cu multe
exemple, conceptele de estimator nedeplasat si estimator de maxima
verosimilitate. Tn Capitolul 10, sunt prezentate intervalele de incredere pentru
principalii parametri statistici. Astfel, capitolul debuteazd cu fundamentarea
formei generale a unui interval de incredere, ca metoda de estimare statistica,
dupa care sunt prezentate pe rand, intervalul de incredere pentru medie,
incluzand cazul cand dispersia este necunoscuta, respectiv cazul particular al
unei proportii, apoi interval de incredere pentru diferenta a doud medii, respectiv,
interval de incredere pentru dispersie si pentru raportul a doud dispersii, toate
acestea nsotite de exemple practice. Capitolul 11 prezinta succint teoria deciziei.
Sunt descrise notiunile de ipoteza statistica, test statistic, tipuri de erori, nivel de
semnificatie, putere a unui test, p-valoare. Exemplele sunt luate din practica
testarii sirurilor binare in ceea ce priveste caracterul aleator. Tn Capitolul 12, sunt
prezentate tehnici de analizd a regresiei, atdt prin intermediul aspectelor
teoretice, cat si prin intermediul unor exemple. In primul paragraf sunt trecute in
revista notiunile de baza, fiind definite diverse tipuri de modele de regresie,
urmand ca in ultimele trei paragrafe spatiul sa fie alocat cu precadere modelului
liniar. Astfel, este prezentatd metoda celor mai mici patrate in estimarea
parametrilor necunoscuti ai unui model liniar multiplu, sunt realizate inferente
asupra estimatorilor unui model liniar in ipotezele clasice Gauss-Markov,
capitolul incheindu-se cu aspecte care tin de previziunea si analiza rezultatelor
unei regresii liniare. Cartea se incheie cu Capitolul 13 in care sunt abordate

Cartea de fata a fost elaborata in cadrul proiectului
POSDRU/56/1.2/S/32768, “Formarea cadrelor didactice universitare si a
studentilor in domeniul utilizarii unor instrumente moderne de predare-invatare-
evaluare pentru disciplinele matematice, in vederea credrii de competente
performante si practice pentru piata muncii”, de catre un colectiv de autori, cadre
didactice universitare, astfel: capitolele 1 si 2, Lucia Cabulea, capitolele 3 si 4,
Rodica Luca-Tudorache, capitolele 5, 6 si 13, Gheorghitd Zbaganu, capitolele 7
si 8, Ariana Pitea, capitolele 9 si 11, Ioan Rasa, respectiv capitolele 10 si 12,
Nicoleta Breaz.

Finantat din Fondul Social European s1 implementat de catre Ministerul
Educatiei, Cercetarii, Tineretului si Sportului, in colaborare cu The Red Point,
Oameni si Companii, Universitatea din Bucuresti, Universitatea Tehnicd de
Constructit  din  Bucuresti, Universitatea ,,Politehnica” din Bucuresti,
Universitatea din Pitesti, Universitatea Tehnicd ,,Gheorghe Asachi” din lasi,
Universitatea de Vest din Timisoara, Universitatea ,,Dundrea de Jos” din Galati,
Universitatea Tehnica din Cluj-Napoca, Universitatea “1 Decembrie 1918 din
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Alba-lulia, proiectul contribuie Tn mod direct la realizarea obiectivului general al
Programului Operational Sectorial de Dezvoltare a Resurselor Umane -
POSDRU si se inscrie in domeniul major de interventie 1.2 Calitate in
invatdmantul superior.

Proiectul are ca obiectiv adaptarea programelor de studii ale disciplinelor
matematice la cerintele pietei muncii §i crearea de mecanisme §i instrumente de
extindere a oportunitatilor de invatare.

Evaluarea nevoilor educationale obiective ale cadrelor didactice si
studentilor legate de utilizarea matematicii in Invatadmantul superior, masterate si
doctorate precum si analizarea eficacitatii si relevantei curriculelor actuale la
nivel de performantd si eficientd, in vederea dezvoltdrii de cunostinte si
competente pentru studentii care Invata discipline matematice In universitdti,
reprezinta obiective specifice de interes in cadrul proiectului. Dezvoltarea si
armonizarea curriculelor universitare ale disciplinelor matematice, conform
exigentelor de pe piata muncii, elaborarea si implementarea unui program de
formare a cadrelor didactice si a studentilor interesati din universitatile partenere,
bazat pe dezvoltarea si armonizarea de curriculum, crearea unei baze de resurse
inovative, moderne si functionale pentru predarea-invatarea-evaluarea 1in
disciplinele matematice pentru invatamantul universitar sunt obiectivele
specifice care au ca raspuns materialul de fata.

Formarea de competente cheie de matematica si informatica presupune
crearea de abilitati de care fiecare individ are nevoie pentru dezvoltarea
personald, incluziune sociala si insertie pe piata muncii. Se poate constata insa ca
programele disciplinelor de matematica nu au intotdeauna in vedere identificarea
si sprijinirea elevilor si studentilor potential talentati la matematicd. Totusi,
studiul matematicii a evoluat in exigente pand a ajunge sa accepte provocarea de
a folosi noile tehnologii Tn procesul de predare - invatare - evaluare pentru a face
matematica mai atractiva.
metodelor si instrumentelor folosite pentru identificarea si motivarea studentilor
talentati la matematica ar putea raspunde deopotriva cerintelor de masa, cat si
celor de elita.

Viziunea pe termen lung a acestui proiect preconizeazd determinarea
unor schimbari in abordarea fenomenului matematic pe mai multe planuri:
informarea unui numar cat mai mare de membri ai societdtii in legaturd cu rolul
si locul matematicii in educatia de baza in instructie §i in descoperirile stiintifice
menite sa imbunatateasca calitatea vietii, inclusiv popularizarea unor mari
descoperiri tehnice, i nu numai, in care matematica cea mai avansata a jucat un
rol hotdrator. De asemenea, se urmareste evidentierea a noi motivatii solide
pentru invdtarea si studiul matematicii la nivelele de bazd si la nivel de
performanta; stimularea creativitdtii si formarea la viitorii cercetatori
matematicieni a unei atitudini deschise fata de Insusirea aspectelor specifice din
alte stiinte, In scopul participarii cu succes in echipe mixte de cercetare sau a
abordarii unei cercetari inter si multidisciplinare; identificarea unor forme de
pregatire adecvata de matematicd pentru viitorii studenti ai disciplinelor
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matematice, in scopul utilizarii la nivel de performanta a aparatului matematic in
construirea unei cariere profesionale.
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Capitolul 1

Teoria probabilitatilor

1.1. Formalizarea experientelor aleatoare

1.1.1. Evenimente

Definitia 1.1.1. Realizarea practica a unui ansamblu de conditii bine precizat
poartd numele de experienta sau proba.

Definitia 1.1.2. Prin eveniment vom infelege orice rezultat al unei experiente
despre care putem spune ca s-a realizat sau ca nu s-a realizat, dupa efectuarea
experimentului considerat. Evenimentele se pot clasifica in: evenimente sigure;
evenimente imposibile, evenimente aleatoare.

Definitia 1.1.3. Evenimentul sigur este evenimentul care se produce in mod
obligatoriu la efectuarea unei probe §i se noteaza cu Q.

Definitia 1.1.4. Evenimentul imposibil este evenimentul care in mod obligatoriu
nu se produce la efectuarea unei probe si se noteaza cu ¢ .

Definitia 1.1.5. Evenimentul aleator este evenimentul care poate sau nu sa se
realizeze la efectuarea unei probe §i se noteaza prin litere mari A, B, C, ..., sau
prin litere mari urmate de indici A;, B;,....

Definitia 1.1.6. Evenimentul contrar evenimentului A se noteaza A si este
evenimentul ce se realizeaza numai atunci cand nu se realizeaza evenimentul A.

Definitia 1.1.7. Un eveniment se numeste:

1) elementar daca se realizeaza ca rezultat al unei singure probe; se
noteazd cu @ .

2) compus daca acesta apare cu doud sau mai multe rezultate ale
probei considerate.

Definitia 1.1.8. Multimea tuturor evenimentelor elementare generate de un

experiment aleator se numeste spatiul evenimentelor elementare (spatiul de
selectie) si se noteaza cu Q. Acesta poate fi finit sau infinit.
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Observatia 1.1.9. O analogie intre evenimente §i multimi permite o scriere i in
general o exprimare mai comode ale unor idei §i rezultate legate de conceptul de
eveniment. Astfel, vom intelege evenimentul sigur ca multime a tuturor
evenimentelor elementare, adica: Q = {a)l,a)z ,...,a)n} §i orice eveniment compus
ca o submultime a lui €. De asemenea, putem vorbi despre multimea tuturor
partilor lui Q) pe care o notam prin P(Q ), astfel ca pentru un eveniment compus
A putem scrie, in contextul analogiei dintre evenimente §i multimi, ca A C Q
sau Ae P(Q).

Exemplul 1.1.10. Fie un zar, care are cele sase fete marcate prin puncte de la 1
la 6. Se arunca zarul pe o suprafata plana netedda. Daca notam cu @i =
evenimentul "aparitia fetei cu i puncte",| = 1,6, atunci Spatiul evenimentelor
elementare atasat experimentului cu un zar este dat prin Q={w1, w2, @3,
W4, W5, We }
Evenimentul sigur Q este "aparitia fetei cu un numar de puncte <6".
Evenimentul imposibil ¢ este "aparitia fetei cu 7 puncte”.

1.2. Relatii intre evenimente

Definitia 1.2.1. Spunem ca evenimentul A implica evenimentul B i

scriem A C B, daca realizarea evenimentului A atrage dupd sine si realizarea
evenimentului B.

Observatia 1.22. AcB s BcC remultai AcC - proprietatea de
tranzitivitate a relatiei de implicare.

Definitia 1.2.3. Spunem ca evenimentele A si B sunt echivalente (egale) daca
avem simultan AcB g5 BC A,

Definitia 1.2.4. Prin reunirea evenimentelor A si B vom intelege evenimentul
notat AU B care consta in realizarea a cel putin unuia dintre evenimentele A si
B. Deoarece evenimentele A si B sunt submultimi formate cu evenimentele
elementare ale spatiului Q, rezulta ca reunirea evenimentelor poate fi scrisa
astfel:

AUB={weQ/we A sau v e B}

Observatia 1.2.5. Daca notam prin K multimea tuturor evenimentelor asociate
unui experiment aleator avem:
1. VA BeK=AuUB=BuUA (comutativitatea);

2. VAB,CeK=(AuB)uC=Au(BuUC) (asociativitatea);

12



3. Daci ABeKsi AcB=AUB=B (evident AUQ=Q,
AUd=A, QU¢=Q si AUA=Q).

Definitia 1.2.6. Prin intersectia evenimentelor A si B vom intelege evenimentul
notat AnBcare consta in realizarea simultana a ambelor evenimente.
Intersectia evenimentelor A si B poate fi scrisa sub forma:

AmB:{a)eQ/a)eA§ia)e B}

Observatia 1.2.7. Au loc relatiile urmatoare:

1. VA, BeK=AnNnB=Bn A (comutativitatea)

2. VAB,CeK=(AnB)nC=An(BNC) (asociativitatea)

3. Daca ABeK si AcB atunci AnB=A (evident
ANQ=AAND=0, QN B=0 si AnA=A).

4. VAeK=>ANA=0Q

Definitia 1.2.8. Spunem ca evenimentele A si B sunt incompatibile daca
ANB= @, adica realizarea lor simultana este imposibila, si spunem ca sunt
compatibile daca ANB=# @, adica este posibila realizarea lor simultana.
Evenimentele A si B sunt contrare unul altuia daca AUB=Q si AnB= 0,
adica realizarea unuia consta din nerealizarea celuilalt.

Definitia 1.2.9. Se numeste diferenta evenimentelor A si B, evenimentul notat A-
B care se realizeaza atunci cand se realizeaza evenimentul A si nu se realizeazad
evenimentul B. Diferenta evenimentelor poate fi scrisa sub forma:
A-B={veQlweA si weB|
Observatia 1.2.10. Evidentavem A—B=ANB si E-A=A.
Au loc relatiile lui De Morgan: AUB=ANB si AnB=AUB si
respectiv generalizarile UAi :ﬂATi; ﬂAi :UAT,

iel iel iel iel

Teorema 1.2.11. Daca evenimentele A, B, C, D e K, atunci sunt adevarate
urmatoarele afirmatii:

i) A-B=A-(AnB)

i) A-B=(AuB)-B

iii) A=(A-B)U(AnB)

iv) (A-B)n(B-A)=¢

V) AuB=AuU|[B-(AnB)]

vi) AnB-C)=(AnB)-(AnC)

vii) (A-B)n(C-D)=(AnC)-(BuD)

13



Definitia 1.2.12. Evenimentele A si B sunt dependente daca realizarea unuia
depinde de realizarea celuilalt §i sunt independente daca realizarea unuia nu
depinde de realizarea celuilalt.

O multime de evenimente sunt independente in totalitatea lor daca sunt
independente cdte doua, cate trei etc.

Pentru evenimentele independente in totalitatea lor vom folosi gi
denumirea de evenimente independente.

1.3. Camp de evenimente

Definitia 1.3.1. O multime nevida de evenimente K c P(Q)se numeste corp
daca satisface axiomele:

i) VAeK=AcK

i) VABeK=AUBeK.

Cuplul (Q, K) se numeste camp finit de evenimente, in cazul in care K
este un corp.

Observatia 1.3.2.
1. Intr-un camp finit de evenimente (Q, K) sunt adevarate afirmatiile:

a.AABeK=A-BeK
b. Evident e K si Qe K.

C. Daca A, B eKatunciAnBeK.
2. Daca multimea evenimentelor elementare este numarabila, o multime
K < P(Q) se numeste corp borelian (sau o -COrp, sau o -algebrd) pe Q,1n

conditiile:
) VAeK=>AeK,
i) daca 1N, | =¢ siAi eK, (V)iel,atunci | JA €K,

iel
i) QeK.
Perechea (Q, K) in care K este un o -corp se numeste cimp borelian
(camp infinit) de evenimente.

Definitia 1.3.3. Tntr-un camp finit de evenimente (Q, K), evenimentele A, e K,

i=1,n, formeaza un sistem complet de evenimente (sau o partitie a campului)
daca:
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Observatia 1.3.4. Evenimentele elementare w., i=1n, corespunzatoare unei

probe formeaza un sistem complet de evenimente care se mai numeste sistem
complet elementar.

Propozitia 1.3.5. Daci Q={w,, ®,,.,0,}atunci campul de evenimente
corespunzdtor contine 2" evenimente.

Demonstratie

Pentru un experiment de n rezultate elementare si prin urmare pentru un
eveniment sigur compus din n evenimente elementare, vom avea diverse
evenimente compuse din acestea dupa cum urmeaza:

— evenimente compuse din cte zero evenimente elementare = C’
— evenimente compuse din cate un eveniment elementar =C}
— evenimente compuse din cate doud evenimente elementare =C?

— evenimente compuse din céte k evenimente elementare = CK

— evenimente compuse din cate n evenimente elementare =C_

si prin urmare, numarul total de evenimente ale lui K este egal cu
Cl+Cl+.+Cf+..+CM =2"

1.4. Camp de probabilitate

Definitia 1.4.1.(axiomatica a probabilitiatii) Fie (Q,K) un camp finit de
evenimente. Se numeste probabilitate pe campul considerat o functie P: K - R
care satisface axiomele:

i) P(A)>0, VAeK,

i) P(Q)=1,

ii) P(AUB)=P(A)+P(B), VA BeK, si AnB=¢.

Definitia 1.4.2. Se numeste camp finit de probabilitate tripletul {Q,, K, P} unde
cuplul (Q,K) este un camp finit de probabilitate, iar P:K — Reste o
probabilitate pe K.

Observatia 1.4.3. In cazul in care campul de evenimente (Q, K) este infinit (K

este infinita) probabilitatea P definita pe K satisface axiomele:
i) P(A)>0,VA e K
i) P(Q)=1
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iel

iii) P(UAJ D P(A;) daca A NA;= DB i=]j ijel, A €K,

iel

I-0 multime de indici cel mult numarabila.

Propozitia 1.4.4. Au loc relatiile:
1. P(@)=0
2. P(A)=1-P(A)

n —

3. P(UAJ ZP ) daci ANA =@ i=j i,j=1
i=1

Demonstratie

1) Din relatiile @ U Q= Q si @ N Q = @ aplicand axioma iii) din
definitia probabilitatii avem P(Q) = P(@ u Q) = P(@) + P(Q) si rezulta P(D) =
0

2) Din relatiile AUA=Q si An A= aplicand axioma iii) din
definitia probabilitatii avem P(AU A) = P(A) + P(A) adica

P(Q) = P(A) + P(A) sirezulta P(A) =1-P(A)

3) Demonstram prin inductie matematica

Pentrun =2 P(A; U Ay) = P(A1) + P(A,) relatia este adevarata conform
axiomei ii1) din definitia probabilitatii.
Presupunem relatia adevarata pentru n — 1 evenimente, adica

(U A J z P(A) sidemonstram pentru n evenimente

P(O’*} F’KUA)%} P(UA}P(AJ=§P(A)+P(An)=ip(m

n-1
dacad s-a folosit ipoteza de inductie $i s-a tinut seama ca (U A J NA =0.

i=1

Definitia 1.4.5. (clasicd a probabilititii) Probabilitatea unui eveniment A este
egala cu raportul dintre numarul evenimentelor egal probabile favorabile
evenimentului A si numarul total al evenimentelor egal probabile.

Alta formulare: probabilitatea unui eveniment este raportul intre
numdarul cazurilor favorabile evenimentului si numarul cazurilor posibile.

Observatia 1.4.6.

1) Conform acestei definitii nu putem stabili probabilitatea unui
eveniment ce apartine unui camp infinit de evenimente.

2) Definitia clasica se aplica numai atunci cdnd evenimentele
elementare sunt egal posibile.
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Exemplul 1.4.7. Consideram experienta de aruncare a unui zar. Evenimentele
elementare sunt egal posibile si avem 6 cazuri posibile. Notam cu A evenimentul
"aparitia unei fete cu numar par de puncte <6 " numarul cazurilor favorabile

evenimentului A este 3. Deci P(A) :gz >

Exemplul 1.4.8. Dintr-o urna cu 15 bile numerotate de la 1 la 15 se extrage o
bila la intamplare. Se considera evenimentele:
A = obtinerea unui numar prim;
B = obtinerea unui numar par;
C =obtinerea unui numar divizibil prin 3.
Sa calculam probabilitatile acestor evenimente.

Rezolvare

In aceasta experientd aleatoare numdrul total al cazurilor posibile este
15.

Pentru A numarul cazurilor favorabile este 6, adica {2, 3, 5, 7, 11, 13},

deci P(A) _6_2 :
15 5

Pentru B numarul cazurilor favorabile este 7, adica {2, 4, 6, 8, 10, 12,
. 7
14}, deci P(B) = —.
} (B) s

Pentru C, numarul cazurilor favorabile este 5, adica { 3, 6, 9, 12, 15},

deci P(C) =~ =~
15 3

1.5. Reguli de calcul cu probabilitati

P1) Probabilitatea diferentei: Daca A,B € K si A c B atunci
P(B-A)=P(B)-P(A)

Demonstratie

Din relatiile B=A U (B-A) si An (B - A) = @ aplicand axioma iii)
avem P(B)=P[AU (B - A)]=P(A)+P(B-A)
P,) Probabilitatea reunirii (formula lui Poincaré):

Daca A,B e K atunci P(AUB) =P(A)+P(B)-P(ANB).

Demonstratie
Din relatiile AUB=AU[B-(AnB)] si An[B-(ANB)|=0
aplicand axioma iii) avem
P(AUB)=P(A)+P[B-(AnB)]=P(A)+P(B)-P(ANB)
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daci s-a folosit P;.
Generalizare:
Daca  A3,A;...A, sunt  evenimente  compatibile  atunci

P(UA] =Y P(A)-DP(ANA)+ D P(ANAN Ak)+...+(—1)”1P(ﬂA]
i=1 i=1 i,j=1 i# =k i=1
P(ANB)
P(B)
numim probabilitatea lui A conditionata de B si notam Pg(A) sau P(A| B).

P3) Probabilitati conditionate: Daca P(B)=0 atunci raportul 1l

Demonstratie
Aratam ca P, (A) satisface axiomele probabilitatii:
i) P; (A) >0 deoarece P(AnB)>0 si P(B)>0
i) P (E) = P(BNE) _ P(B) 1
P(B) P(B)

iii) Fie AisiA, e Ksi AnA, =@. Avem
P(B(‘\(Al UAz)) P[(BﬁAl)U(B(‘\AZ)] _

P.(AVA,)= =

P(B) P(B)
_P(BNA)+P(BNA,) PBNA) P(BNA,) ’
= P(B) ECTE) + P(B) =Py (A) + P (A)

daca (BN A)N(BNA,)=0.

Observatia 1.5.1.

1) Oricarui cadmp de evenimente (Q ,K) ii putem atasa un cimp de
probabilitate conditionat {Q2, K, Pg}.

2) P(ANB)=P(B)-Pg(A)- formula de calcul a intersectiei a doua
evenimente dependente. Are loc o generalizare: daca Ai, Az, ...A, sunt
evenimente dependente atunci

F{ﬁAi] =PUA) Py () o, (AP (A)

3) Daca evenimentele A si B sunt independente atunci Pg(A)=P(4) si
P(ANB)=P(A)-P(B)- formula de calcul a intersectiei a doud evenimente

independente.

Generalizare:
Daca A;, Az ...A;, sunt evenimente independente atunci

P(GAi]:IjP(Ai).
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4) Daca evenimentele A si B se conditioneazd reciproc si
P(A) = 0,P(B) = 0 atunci P(A)-P,(B)=P(B)-P;(A).

P4) Probabilitatea reunirii evenimentelor independente. Daca Ai, A;, ...An sunt

evenimente independente, atunci: P(U AiJ =1-T]@-P(A))
i=1 i=1

Demonstratie

Folosind relatiile lui De Morgan UAI :ﬂx si faptul ca A; sunt

i=1 i=1
evenimente independente implica

P(QAJ ~1- P(@] —1- P(ﬁK} :1—1jP(K) zl_lj(l_ P(A))

i=1
Ps) Inegalitatea lui Boole: A;, Az, ...An, sunt evenimente dependente atunci

p(ﬁ AiJ > ip(/\) —-(n-1) zl—i P(A)

Demonstratie
Verificdm inegalitatea din enunt prin inductie matematica.

Pentru n = 2 avem P(A UA,)=P(A)+P(A)-P(AnA,) daca
P(A, UA,)<1sirezulta P(A N A,)>P(A)+P(A,) -1 relatia este adevarata.
Presupunem inegalitatea adevaratd pentru n-1 adica
n-1 n-1
P ﬂ A J > z P(A)-(n-2) sidemonstram pentru n.
i=1 i=1
Avem succesiv

OA} F’ijﬁjﬂ&}z P(hlAiJ+ P(A)-1>

i)

n-1 n
2> P(A)-(n-2)+P(A)-1=3 P(A)-(n-1)
i=1 i=1
dacd s-a tinut seama de ipoteza de inductie.

Pe) Formula probabilitatii totale: Daca A1,A2, ...An €ste un sistem complet de

evenimente si Xe K atunci P(X)ZZP(Ai) Py (X).

i=1
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Demonstratie
Din ipoteza ca A, 1 =1,n este un sistem complet de evenimente rezulta
ca X=(ANX)UA,nX)U..u(A N X)
Deoarece A NA =@, i#j, i,j=1n avemca
(XNA)N(XNA)=@, i=] i, j=1n
Avem succesiv

P(X) = P(Q(A mX)jziP(A AX) =D P(A) P, (X)

P;) Formula lui Bayes: Daca A1, A, ...An este un sistem complet de evenimente
al campului (Q, K) si X € K atunci:

PA)-PA O

Px(Ai): p
P(A)-P (X)

Demonstratie
Deoarece P(X nA)=P(X)-P,(A) si

P(XA)=P(A)-P,(X) avem P(X)-P,(A)=P(A)-P,(X), deci
oy PAVPOO  PAYRO

P SRy R0

s-a folosit formula

probabilitatii totale.

Exemplul 1.5.2. Cele 26 de litere ale alfabetului, scrise fiecare pe un cartonas,
sunt introduse ntr-o urna. Se cere probabilitatea ca extrdagdnd la intdmplare de

5 ori cdte un cartonas §i asezdandu-le In ordinea extragerii sa obtinem cuvdntul
LUCIA.

Rezolvare

Notdm prin X evenimentul cautat, deci de a obtine prin extrageri
succesive cuvantul LUCIA, de asemenea notam prin A; = evenimentul ca la
prima extragere sa obtinem litera L; A, = evenimentul ca la a doua extragere sa
obtinem litera U; Az = evenimentul ca la a treia extragere sa obtinem litera C; Ay
= evenimentul ca la a patra extragere sa obtinem litera I; As = evenimentul ca la a
cincea extragere sd obtinem litera A.

Atunci evenimentul X are loc daca avem

X=A NnA,nA;NnA,NA,.
Rezulta:
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P(X)=P(A)-P(AJA)-P(AJANA,)-P(AJANANA,)-

-P(A3|A1mA2mAamA4):2—6-2—5-§-2—3-5-

Exemplul 1.5.3. Daca probabilitatea ca un automobil sa plece in cursd intr-0
dimineata friguroasa este de 0,6 §i dispunem de doua automobile de acest fel,
care este probabilitatea ca cel putin unul din automobile sa plece in cursa intr-0
dimineata friguroasa?

Rezolvare

Daca notam prin A; si A, evenimentele ca primul respectiv, al doilea
automobil sa plece in cursd si prin X evenimentul cdutat, deci ca cel putin unul
dintre automobile sd plece 1in cursa, avem: X=A UA,, iar
P(X)=P(A, UA,)=P(A,))+P(A,)-P( A, nA,), deoarece evenimentele A,
si A, sunt compatibile (cele doud automobile pot sd plece in cursd deodata).
CumP(A,) =P(A,) = 0,6, iar evenimentele A, si A, sunt independente intre
ele (plecarea unui automobil nu depinde de plecarea sau neplecarea celuilalt),
deci P(A, nA,) =P(A,)P(A,)= (0,6)*. Se obtine ci P(X) = 0,6 + 0,6 - (0,6)°
=0,84.

Exemplul 1.5.4. Trei sectii ale unei intreprinderi S,,S,,S, depasesc planul

zilnic de productie cu probabilitatile de respectiv 0,7, 0,8 si 0,6. Sa se calculeze
probabilitatile evenimentelor:

A - cel putin o sectie sa depageasca planul de productie.

B - toate sectiile sa depaseasca planul de productie.

Rezolvare
Fie A, evenimentul ca sectia S; sa depaseasca planul de productie.

Avem: A= A UA, UA,, deci
P(A) = P(A,UA, UA,)=1-P(A,nA,NA,)= 1-P(A))-P(A,)-P(A;) =
1- (1-0,7)(1-0,8)(1-0,6) =1-0,3-0,2-0,4 = 0,976
B=A nA,nA, sitindnd seama de independenta evenimentelor, avem:
P(B)= P(A,nA,nA,)=P(A,)-P(A,)-P(A;)=0,7-08-0,6=0,336.

Exemplul 1.5.5. O presa este considerata ca satisface standardul de fabricatie
daca trei caracteristici sunt satisfacute. Daca aceste caracteristici A, B si C sunt

9 e 9 7 . 11 .
satisfacute cu probabilitdtile P(4) = 0 P(B) = 1 si P(C) = o atunci

probabilitatea ca sa fie satisfacute toate trei caracteristicile se poate evalua cu
formula lui Boole. Astfel se poate scrie:

21



P(ANBAC)21-|P(A) +P(B) +P(C)| adica
P(ANBNC)>1- i+i+i :g.

10 11 12) 660
Exemplul 1.5.6. Un sortiment de marfa dintr-o unitate comerciald provine de la

. . 1 . o1
trei fabrici diferite in proportii, respectiv 3 de la prima fabrica, 5 de la a doua

fabrica si restul de la fabrica a treia. Produsele de la cele trei fabrici satisfac
standardele de fabricatie in proportie de 90%, 95% si respectiv 92%. Un client
ia la intamplare o bucata din sortimentul de marfa respectiv.

a) Care este probabilitatea ca produsul sa satisfaca standardele de
fabricatie?

b) Care este probabilitatea ca produsul sa fie defect si sa provina de la
prima fabrica?

Rezolvare
a) Notam cu A ,A, si A, evenimentele ca produsul cumparat sa fie de
la prima, a doua, respectiv a treia fabrica. Aceste trei evenimente formeaza un

sistem complet de evenimente si au probabilitatile P(Al):%,P(AZ) :% si

1 . g g . .
P(A;) :E. Daca A este evenimentul ca produsul cumparat de client satisface

standardele de fabricatie, atunci P(A|A;)=090, P(AJA,)=095 si
P(A|A3) =0,92. Folosind formula probabilitatii totale se obtine:
P(A)=P(A)-P(AA)+P(A,)-P(AA,) +P(A)-P(AA) =

-1 0,90 +l -0,95 +l0,92 _3°1 0,918
9 6 2 6

b) Folosind formula lui Bayes, avem:
P(A,)P(AA,)

P(A,|A) = _ - -
(AR P(A)P(AJA,) +P(A,)P(AIA,) +P(A,)P(AA,)
1
~-0,10
= 3 _ 92 _ 408,
1 0,49

1-0,10+—-0,05+1-0,08
3 6 2

Exemplul 1.5.7. Un student solicita o bursa de studii la 3 universitati. Dupa
trimiterea actelor necesare, acesta poate obtine bursd de la universitatea i (U;)

sau nu (U_,) , 1 <i<3. Scrieti evenimentele ce corespund urmatoarelor situatii :
a) primeste o bursa;
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b) primeste cel mult o bursa;
¢) primeste cel putin o bursa,
d) primeste cel putin doua burse.

Rezolvare

a) Bursa primita poate fi de la prima universitate, caz in care celelalte
Nnu-i acorda bursa, sau de la a doua, caz in care prima si a treia nu-i acorda bursa,
sau de la a treia, caz in care primele doud nu-i acordd bursd. Avem astfel
evenimentul

A=(U;nU,NU)u U, nU,nUy)uU,nU,NUy).

b) Avem doua variante : studentul nu primeste nici o bursa sau studentul
primeste o bursd. Obtinem evenimentul

B=(U,nU,NU,)UA.

c) Evenimentul poate fi scris ca reuniunea a trei evenimente : studentul
primeste o bursid, doud burse, trei burse. Astfel C=AUEUF, unde
E=U,NnU, mU_3)u(U_1mU2 NU,)u U, mU_Zmus) ,

lar F=U,nU,NU,.

d) Avem D=E UF . Altfel, evenimentul D este contrar evenimentului
B, deci D=B=(U,nU, "U;)UA.

Exemplul 1.5.8. Tntr-un grup de studenti aflati in excursie se gdsesc 6 fete si 9
baieti. Se aleg la intamplare doi studenti pentru a cerceta traseul. Care este
probabilitatea ca cei doi sa fie :

a) baieti;

b) fete;

¢) un baiat si o fata,

d) cel putin un baiat;

e) primul baiat §i a doua fata;

f) de acelasi sex.

Rezolvare
Notam cu A; si Ay evenimentele alegerii unui baiat la prima, respectiv a

doua alegere. La primul punct avem de calculat probabilitatea P(A N A,).
Intrucét a doua alegere depinde de prima avem :
9 8 12

P(ANA)=P(A)P =— —=—,
(A NA)=P(A)P(A|A) TR
deoarece alegind un bdiat mai rdman in grup 14 studenti intre care 8 baieti.
Evenimentul de la punctul b) se scrie astfel : B=A N A, . Deci
6 5

P(B)=P(A N A) = P(AP(A[R) = = =

23



Evenimentul de la punctul c) este C=(ANA)U(A NA) asadar
P(C)=P(ANA)+P(A,NA), (ANA, A NA suntincompatibile)
Dar P(A N A,)=P(A)P(A,/A) =

o'||CD ('f-,|ro
J>|‘9 'E|c»

iar P(A,NA)= P(Ai)P(Az/Ai)—

de unde P(C)=2.>. 0 _18
15 14 35
Am obtinut si probabilitatea evenimentului de la punctul e) P(A N E) .
Evenimentul de la punctul d) se exprima astfel : D=A UA,.
El este contrar evenimentului : B=A N A, , prin urmare
P(D)=1-P(B) :1—% = g Evenimentul de la ultimul punct f) este

F=(ANA)UANA) .Cum (ANA)N(ANA)=d cele doua

evenimente sunt incompatibile §i deci

P(F)=P(A A)+P(A NA) =42 =7,

Exemplul 1.5.9. La un examen de licenta participa mai multi absolventi, intre
care numai trei din strainatate. Probabilitatea ca primul student sa promoveze
este ¥, probabilitatea ca al doilea sa promoveze este 4/5, iar pentru al treilea
5/6. Sa se determine probabilitatile ca :

a) toti cei trei studenti sa promoveze;

b) cel putin unul sa promoveze examenul.

Rezolvare
Fie Aj evenimentul promovarii examenului de catre studentul i, i=1,2,3.

Evenimentul de la punctul a) este A=A A, NA,, iar de la punctul b) este
B=A UA UA,. Evenimentele A; sunt independente (rezultatele celor 3
studenti nedepinzand unul de celelalte), deci

1
P(A) = P(A)P(A)P(A) =52 =2
Folosind proprietatile probabilitatii avem :

P(B)=P(A VA UA)=P(AUA)+P(A)-P(AVA)NA)=
=P(A)+P(A)-P(ANA)+P(A)-P(ANA)U(ANA))=
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=P(A)+P(A)=P(ANA)+P(A)-[P(ANA)+P(ANA) -
—PU(ANA)N (A, N A))=P(A)+P(A) +P(A) -
—P(ANA)-P(ANA)-P(ANA)+P(ANANA).

Tinand seama de independenta evenimentelor A;, i=1,2,3, avem:

P(B) = P(A)+P(A))+P(A;) = P(A)P(A)) - P(A)P(A) - P(A)P(A;) +

345343545345 119

AP AP A = S s 45 4 567456 120

Exemplul 1.5.10. Din mai multe controale asupra activitatilor a trei magazine
se apreciazd ca in proportie de 90%, 80%, 70%, cele trei magazine au declarat
marfa vanduta. La un nou control, comisia de control solicita 50 de documente
privind activitatea comerciala: 20 de la primul magazin, 15 de la al doilea, 15
de la al treilea. Dintre acestea se alege unul la intmplare pentru a fi verificat:

a) Cu ce probabilitate documentul ales este corect (inregistrat)?

b) Constatand ca este corect, cu ce probabilitate el apartine primului
magazin?

Rezolvare
a) Notam cu A1, Az, Az evenimentul ca documentul controlat sa provina

de la primul, al doilea si respectiv al treilea magazin. Avem astfel

P(A)= P(Az) =i P(A) =

Fie A evenimentul ca documentul controlat sa fie corect. Atunci A/
Ay, A/ Az, Al As reprezinta evenimentul ca documentul controlat sa fie corect
stiind ca el provine de la primul, al doilea, al treilea magazin. Prin urmare :
P(A/A1)=0,90; P(A/A;)=0,80; P(A/A3)=0,70 . Cum {A1, Ay, As} este un sistem
complet de evenimente

AVAUVA=EANA=ANA=ANA=D
aplicand formula probabilitatii totale avem :

P(A) =P(A)P(A/ A)+P(A)P(AIA) + P(A)P(Al A)) =

_20, 0,90 + N 080+% 0,70=0,81.

50 50

b) Aplicand formula lui Bayes avem :
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@-0,90

p(a /)= T(AP(ATA) 50 7" _036_4
3 081 081 9

2. P(A)P(A/A)

(A1/A reprezinta evenimentul ca documentul controlat sa provina de la
primul magazin stiind cd a fost corect).
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Capitolul 2

Variabile aleatoare

Variabila aleatoare este una din notiunile fundamentale ale teoriei
probabilitatilor si a statisticii matematice. In cadrul unei cercetiri experimentale
se constatd ca intre valorile numerice mdsurate existd diferente chiar dacd raman
neschimbate conditiile de desfasurare ale experimentului.

Daca ne referim la o singura masurdtoare, variabila aleatoare este acea
marime care an cadrul unui experiment poate lua o valoare necunoscuta aprioric.
Pentru un sir de masurdtori, variabila aleatoare este o notiune care-l
caracterizeaza din doud puncte de vedere:

- caracterizare din punct de vedere cantitativ — variabila ne da informatii
privind valoarea numerica a marimii masurate;

- caracterizare din punct de vedere calitativ — variabila aleatoare ne da
informatii privind frecventa de aparitie a unei valori numerice intr-un sir.

Dacad valorile numerice ale unui sir de date apartin multimii numerelor
intregi sau rationale atunci se defineste o variabild aleatoare discretd, iar in cazul
apartenetei valorilor la multimea numerelor reale se defineste o variabila
aleatoare continua.

2.1. Variabile aleatoare discrete

In ciuda faptului ci dupa repetarea unui experiment de un numir mare
de ori intervine o anumitd regularitate in privinta aparitiei unor rezultate ale
acestuia, nu se poate preciza niciodata cu certitudine care anume dintre rezultate
va apare intr-o anumita proba. Din acest motiv cuvantul sau conceptul ,,aleator”
trebuie inteles sau gandit in sensul ca avem de-a face cu experimente sau
fenomene care sunt guvernate de legi statistice (atunci cand existd un anumit
grad de incertitudine privind aparitia unui rezultat sau reaparitia lui) si nu de legi
deterministe (cand stim cu certitudine ce rezultat va apare sau nu). Pentru ca
astfel de experimente sau fenomene sa fie cunoscute si prin urmare studiate, sunt
importante si necesare doud lucruri $i anume:

1. rezultatele posibile ale experimentului, care pot constitui o0 multime
finita, infinitd sau numarabilad sau infinitd si nenumarabila;

2. legea statistica sau probabilitatile cu care este posibila aparitia
rezultatelor experimentului considerat.

In linii mari si intr-un inteles mai larg, o mirime care ia valori la
intdmplare sau aleatoriu dintr-o multime oarecare posibild se numeste variabild
aleatoare (sau intamplatoare). Se poate da si o definitie riguroasa.
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Definitia 2.1.1. Fie campul de probabilitate {Q, K, P}. Numim variabila
aleatoare de tip discret o aplicatie X . Q0 — R care verifica conditiile:

i) are o multime cel mult numarabila de valori;

i) VXeR (X =x)eK

Observatia 2.1.2.

1) Daca K = P(Q) atunci ii) este automat indeplinitd,

2) O variabila aleatoare de tip discret este deci o functie univocd de
forma

X:1Q—{xl,x2, ...xn, ...} ©R;

3) Se obisnuieste ca valorile variabilei sa se noteze in ordine

. X <X, <X <X < .
Crescatoare adica ! 2 3 n Xl €R, 1=1, 2, ...

4) Evenimentele Ai = X-1(xi) = {we Q/ X(w) = xi } € K, oricare ar fi i
=123, ..,
X-1:{x1, X2, ... Xn, ...} — K este inversa functiei X.

Definitia 2.1.3. Numim distributia sau repartitia variabilei aleatoare X de tip
X:
discret, tabloul de forma X: ( '] unde xi, i€ I,sunt valorile posibile ale
i Jiel

variabilei aleatoare X iar pi este probabilitatea cu care variabila considerata X
ia valoarea xi , adica pi = P(X = xi ), 1 €| multimea I putand fi finita sau cel
mult numarabila.

Observatia 2.1.4.
1) Evenimentele (X = xi ), i €| formeaza un sistem complet de

evenimente §i z p, =1.
iel
2) Variabila aleatoare pentru care multimea valorilor este un interval
finit sau infinit pe axa numerelor reale este variabila aleatoare continud.
3) Forma cea mai generala a unei variabile aleatoare apartinand unei
clase de variabile aleatoare de tip discret se numeste lege de probabilitate
discreta.

Definitia 2.1.5. Spunem ca variabilele aleatoare X si Y care au respectiv

X; Yj
distributiile X( ' ] i Y( ]] sunt independente daca
iJiel jed

i

PX=xi,Y=yj)=PX=xi)P(Y =yj), v(i,J) € IXJ.
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Definitia 2.1.6. Fie variabilele aleatoare X, Y care au respectiv distributiile

X ol Vi S y o
X siY ] atunci variabila aleatoare suma X+Y, produs XY si cat
Pi J; I i

ie jed

X s , N Xi+Y;
v (daca y; #0,VjeJ) vor avea distributiile X +Y 5 ,
i e

.y,]

X Y( X;

Pi Jena respectiv é Y, unde pij = P(X = xi, Y = vj)
Pi @i, j)elxd

(i,j) € XJ.

Definitia 2.1.7. Se numeste
a)  produs al variabilei aleatoare X prin constanta reala a, variabila

ax.
aleatoare notata prin aX :( ']
i Jiel

b)  suma a variabilei aleatoare X cu constanta reald a, variabila

.. a+Xx
aleatoare notata prin a+ X .
pi iel

C) putere a variabilei aleatoare X de exponent k, k € Z , variabila
k

aleatoare X * :( : ] cu conditia ca operatiile X!, el sqaiba
pi iel
sens.

Observatia 2.1.8. Au loc relatiile z p; =P, Viel si z p; =d;,Viel.
jed iel
Daca variabilele X,Y sunt independente atunci p; = p;d;,V(i, j) € I xJ

Definitia 2.1.9. Fie {Q, K, P} un camp de probabilitate, iar X : Q = R o
variabila aleatoare. Numim functie de repartitie atasata variabilei aleatoare X
functia F : R — [0, 1], definita prin F(x) = P(X < X), VxeR, adica
F()=> p.xeR.

Daca nu exista pericol de confuzie, functia de repartitie a variabilei
aleatoare X se noteaza prin F.

Propozitia 2.1.10. (proprietati ale functiei de repartitie)
1. Va,beR, a<b avem:
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P(a< X <b)=F(b)-P(X =b)-F(a)+P(X = a)
P(a< X <b)=F(b)-F(a)- P(X =b)

P(a< X <b)=F(b)-F(a)

Pla< X <b)=F(b)-F(a)+P(X =a)

Demonstratie
Avem succesiv

P(a< X <b)=P(X <b,X <a)=P[(X <b)-(X <a)]=
=P(X <b)-P(X <a)=F()-P(X =b)-F(a)+P(X =a)
daca s-a tinut seama de relatia (X <a) < (X <b) si s-a folosit probabilitatea
diferenteli.
Pla<X <b)=P[(a<X <b)-(X =a)]=P(@<X <b)-P(X =a) =
=F(b)-P(X =b)-F(a)+P(X =a)-P(X =a) = F(b) - P(X =b)-F(a)
dacd s-a folosit relatia demonstrata anterior.
2. F este nedescrescatoare pe R,

adicaV X, X, €R, x, <X, = F(x) < F(X,)

Demonstratie
0<P(x <X <x,)=F(x)-F()= F(x)<F(x,)

3. lim F(x) =0,limF(x) =1

Demonstratie
lim F(x)=lim P(X <x)=P(¢)=0
limF(x)=IlimP(X <x)=P(E) =1

4. VX e R,F(x —a) = F(x) (F este continua la stanga in fiecare punct
xeR)

Exemplul 2.1.11. Se considera variabila aleatoare discreta

1 2 3 4
X 2 7 1 1| Care este probabilitatea ca X sd ia o valoare mai micd
SV L

sau egala cu 3?

Rezolvare
Pentru ca X sa fie o wvariabila aleatoare trebuie ca p>0

s p2 + Z p+ 3 + 6 =1. Se obtine solutia acceptabild P = 7 Se calculeaza
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probabilitatea cerutd prin intermediul evenimentului contrar §i anume

HXS@zl—HX:4ﬁﬂ—%=gsw

P(X <3) =P(X=1)+P(X =2) + P(X =3 = - +

1 5
+o=—,
3 6

Exemplul 2.1.12. Se dau variabilele aleatoare independente:

[ -1 0 1} [—1 0 1 J
X: 1 1 1[.v:|1 ,
= q+= =[PV 2 2p-q 12p? |
Pre +3 3 ; 2P-q 12p

a) Sa se scrie distributia variabilei 2XY.

2
b) Pentru ce valori ale lui c avem: P(X+Y =c¢) > 5?

Rezolvare
Pentru ca X s1Y sa fie variabile aleatoare se impun conditiile:

1 1 1
p+=—+q+—-+—-=1
1 1 . 6 3 3 < :
p+—2>0;0q+ 3 >0;2p—-q =0 siapoi : , rezulta valorile

§+2p—q+12p2 =1

acceptabile p = 5 si q = 0. Deci variabilele aleatoare au repartitiile:

-1 0 1 -1 0 1
X:01 1 14vy: 1 1 1| Avem:
3 3 3 3 3 3
-2 0 2
a) 2XY:| 2 5 2
9 9 9
-2 -1 0 1 2 2
b) X+Y:l 1 2 3 2 1| deciP(X+Y =c)>= corespunde
9 9 9 9 9 o
3

2
situatiei P(X + Y =0) = 9 > ry adica ¢ = 0.

Exemplul 2.1.13. Variabila aleatoare X cu distributia urmadtoare:
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1
0,daca x < —,
2

1 1 2 1 1
2 . .. —,daca— < x <1,

X: 1 1 1|9 functia de repartitie: F(x) =P(X <X) =46 2

E E § g,dacd1<x§2,

1,daca x > 2
Graficul functiei de repartitie este:
FX)
SR OO <
2/3 ......................... .(—
1/6 ..... (
1/2 1 2 X

2.2. VVector aleator bidimensional

Definitia 2.2.1. Fie cadmpul de probabilitate {Q, K, P}. Spunem ca U=(X,Y) este
vector aleator bidimensional de tip discret dacd aplicatia U : Q — R? verifica
conditiile:

i) are o multime cel mult numarabila de valori;

i) V(x,y) e R*,(X=x,Y =y) eK.

Definitia 2.2.2. Numim distributia sau repartitia vectorului aleator (X,Y) de tip
discret tabloul:

> Y Vi Yo,
X1 Pi1ece i Pl unde (Xiayj) sunt valorile
: : : pe care le ia vectorul aleator
(X.Y), iar
: : : pijZP(X:Xi!YZyj)'




Evident ) p; =1.

(i,j)eIxJ

Definitia 2.2.3. Numim functie de repartitie atasata vectorului aleator
bidimensional functia F: R* — [0,1], definita prin:
F(x,y) = P(X<x, Y<Y), ¥Y(X,y) e R?.

Propozitia 2.2.4.(proprietitile functiei de repartitie a unui vector aleator
bidimensional de tip discret)
1. daca a<b si c<d, atunci
P(a< X <b,c<Y <d)=F(b,d)-F(a,c).
2. F(x,y) este nedescrescatoare in raport cu fiecare argument.
3. XIim F(x,y) = yIim F(x,y) = XIim F(x,y)=0; 1im F(x,y) =1.
y——ow y—®©

4. F(x,y) este continua la stanga in raport cu fiecare argument.

Observatia 2.2.5. Daca (X,Y) are functia de repartitie F, iar variabilele X §i Y
au functiile de repartitie F, si respectiv F, , atunci:

Fx () = lim F(x,y) s F, (y) = lim F(x,y).

Exemplul 2.2.6. Se considera vectorul aleator discret (X,Y) cu repartitia datd in
tabelul:

N Y 2 6
X
1 0,20 0,10
3 0,05 0,15
4 0,45 0,05

a) sa se determine repartitia variabilelor XY, X+Y;
b) sa se stabileasca daca X si Y sunt independente sau nu;

¢) sa se calculeze F(E,SJ .

Rezolvare
a) Variabila X are repartitia:
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1 3 4 pl = pll + p12 = 0120 + 0,10 = 0,30
X (p ] , unde p, =p, +pP, =0,05+015=0,20, adicd
L P2 P P; =P3 +P3 = 0,45+ 0,05 =0,50

w1 3 4
10,30 0,20 0,50

2 6
Analog, variabila Y are repartitia Y: ( ] , unde

1 42
q, =Py +Py + Py =0,20+0,05+0,45=0,70 . 6
, adica Y: .
q, =P, +Py +Ps =010+015+0,05=0,30 0,70 0,30
3 4 6 7 8 10
Avem: X+Y: .
0,20 0,05 0,45 010 015 0,05

b) Pentru verificarea independentei variabilelor XY, efectuam un
control, de exemplu:

P(X=1) P(Y=2) = 0,30-0,70 = 0,21, iar P[(X=1)n(Y=2)] = p,, =0,20.
Cum 0,21 # 0,20, deducem ca X si Y sunt dependente.

C) F(%,S) =P(X < %,Y <5 =P[(X =LY =2)u(X =3 =2)]=
=P(X=1,Y=2) +P(X=3,Y=2) = 0,20+0,05 = 0,25.
Definitia 2.2.7. Fie variabila aleatoare X avdnd functia de repartitie F, vom

spune ca X este variabila aleatoare de tip continuu daca functia de repartifie se
poate reprezenta sub forma:

FO) = [ p(tydt, vxeR.
Functia p:R — R se numeste densitate de probabilitate a variabilei
aleatoare X.

Propozitia 2.2.8. Au loc afirmatiile:
1) vxeR, p(x)>0.

2) F'(x) = p(x)a.p.t. pe R.
3) Pa<x<b) = [ p(x)dx.

4) j“’ p(x)dx =1.
Observatia 2.2.9.

1. Pentru o variabila de tip continuu P(X=a)= 0, deci P(a<X<b) =
P(a<X<b) = P(a< X < b) = P(a<X<b) = [ p(x)dx.
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2. p(x) = F'(x) = lim F(x+ Ax) — F(x) _ lim P(x< X <X+AX)’ deci

Ax—0 AX Ax—0 AX
cand Ax este mic avem P(x< X < X + AX) = p(X) - AX .

Definitia 2.2.10. Fie vectorul aleator (X,Y) avand functia de repartitie F,
spunem ca (X,Y) este un vector aleator de tip continuu, daca functia de repartitie
F se poate pune sub forma:

F(x,y) = J‘_X J‘_y p(s,t) ds dt, V(x,y)eR?, iar functia p:R?> >R se
numeste densitate de probabilitate a vectorului aleator (X,Y).
Observatia 2.2.11. Daca p este densitate de probabilitate pentru (X,Y), iar

px §i py densitati de probabilitate pentru X, respectiv Y au loc:
1) p(x,y) =0 ,¥(x,y) e R?.

2) F(x.Y)
oxoy

3) P(XY)eD)=[[p(xy) dxdy, DcR .

4) ”Rzp(x,y) dx -[():iyzl.

5) px () = [~ p(x,y)dy, ¥xeR; py(y)=|" p(x,y)dx, vyeR.

=p(x,y) a.p.t. pe R?.

Definitia 2.2.12. Spunem ca variabilele aleatoare de tip continuu X si Y sunt
independente dacd F(x,y) = Fy (X)-F, (y), V(X,y) € R

kxy?, (x,y)e[12]x[13]
0, fnrest

Aplicatia 2.2.13. Functia p(X,Y) :{ este densitate de

probabilitate daca  p(X,y)>0 si IJ.p(X,y)dXdyzl ceea ce implica
RZ

diaink kI[P xy2dxdy =1, verificatd pentru k =~
ecuatia in k, Lny xdy =1, verificatd pentru TR

n acest caz functia de repartitie va fi

0 ,daca x<1lsau y<1
%(x2 ~(y*-1) ,daca (x,y)e[L,2]x[L3]
F(x,y) =, [ u’dudv = %(y3 ) Jdacd ye[L3]si x>2
%(xz—l) ,dacd ye[1,2] si y>3
1 ,daca x>2 si y>3
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si deducem de asemenea ca functiile de repartitie marginale sunt, respectiv,

0 yx<1 0 ,y<1
1 1

R =130¢=1) xeft2] ; R =136¢-D yefi3]
1 ,X> 2 1 ,y>3

2.3. Caracteristici numerice asociate variabilelor aleatoare

Fie {Q,K,P} un camp de probabilitate si X :Q — Ro variabila
aleatoare. In afara informatiilor furnizate de functia de repartitie F(X) sau chiar
de repartitia probabilista (discretd (p,) sau continui (p(x)) ale unei variabile

aleatoare X, de un real folos teoretic si practic sunt si informatiile pe care le
contin anumite caracteristici numerice (valoarea medie, dispersia, abaterea medie
patratica sau diverse alte momente) ale lui X despre aceastd variabila aleatoare.

Valoarea medie (speranta matematica)

Definitia 2.3.1. Fie {Q, K, P} un camp borelian de probabilitate si variabila

X; .
aleatoare X : 2 — R cu distributia X( ' ], i € |. Se numeste valoare medie,
i

caracteristica numerica E(X) = z X, p; .
iel
Observatia 2.3.2.
1) Daca I este finita, valoarea medie exista.
2) Daca 1 este infinit numarabila, E(X) exista cdnd seria care o
defineste este absolut convergenta.

Definitia 2.3.3. Fie/Q, K, P} un camp borelian de probabilitate si variabila
X
p(X)

+00
medie a variabilei X, caracteristica numerica E(X)= J X p(x)dx . Valoarea

aleatoare X : Q — R de tip continuu X( ], X € R. Se numeste valoarea

medie exista atunci cand integrala improprie care o defineste este convergenta.
Propozitia 2.3.4.(proprietatile valorii medii) Au loc afirmatiile :

1) E(aX+b)=aE(X)+b,Va,beR

2) E(X +Y) =E(X) + E(Y)

3) X,Y independente = E(X Y) = E(X) E(Y)

Demonstratie
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a) Fie variabilele aleatoare de tip discret X, Y avand repartitiile

(R
pi iel qj jeld

1. Avem E(aX +h)=> (ax +b)p, =D ax,p; + Y bp, =aE(X) +b

iel iel iel

L . ax,+b)
daca variabila aX +b are repartitia aX +b 0 si z p, =1.
i iel

iel

L .. X +Y;
2. Variabila X+Y are repartitia X+Y :
P (i,)elxJ
P = P(X = Xi!Y = y]')
Rezulta
E(X+Y)= ZZ(Xi + yi)pij = zzxi P +zzyj' Py =
iel jed iel jel iel jel
= ZXi P; +zyjqj = E(X)"' E(Y)
iel jed
dacad s-au folosit relatiile z P; =Q; sl z P; =B
icel jed
.o .. XiYi o .
3. Variabila XY are repartitia XY f daca X si Y sunt
M /G el xd
independente.
Avem E(XY) = zzxiyj Pid; = zxi pizyjqj = E(X)E(Y)

iel jeld iel jed

b) Presupunem ca X si Y sunt variabile aleatoare de tip continuu.
1. Dacad notdm prin Y =aX + b, a # 0, atunci se obtine ca

p (0
(5P
Py (X) :Tf‘, pentru orice X € R.

Avemn: E(aX +b) = E(Y) = [ xp, (x)dx :ﬁ [xp, (%b)dx de unde prin
schimbarea de variabila u = (x — b)/a, dx = adu, obtinem
E(aX +b) = j(au +b)p, (u)du =aJUpX (u)du +b jpx (u)du = aE(X) +b

2. Dacd notdm prin Z = X + Y, variabila care are densitatea de
probabilitate p,, iar densitatea de probabilitate a vectorului (X, Y) o notdm prin
P, atunci:

E(X+Y)=E(2)= +lesz (x)dx :TX(TP(U’ X —u)du)dx

—0 —00
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Schimbam ordinea de integrare, apoi schimbarea de variabila
X —Uu=t, dx = dt, si obtinem

+00 400 +00 400

E(X +Y) = 'f('fx,o(u,x—u)dx)du = j(j(t+u)p(u,t)dt)du =

—00 —00 —00 —00

+o00  +00

= jt(jp(u t)du)dt +Tu(jp(u t)dt)du = jtpx (t)dt+jupz (udu=E(Y)+E(X)

—0 -0 —0 —0

3. Daca notam prin V =X Y, care are den3|tatea de probabilitate p, , iar
densitatea de probabilitate a vectorului (X, Y) o notam prin p atunci

+00

E(XY)=E(V) = IXpV(x)dx_jx(jp(u i |)dx

Schimbam ordinea de integrare, apoi facem schimbarea de variabila
X/ u=1t, dx = udt, si obtinem:

+00 400 +00 400

E(XY) = j(j| |p(u XYdx)du _j(thp(u,t)dt)du =

—0 —00 —00 —00

+00+00

= [ Jtupx oy Oetdu = j Upx (u)du j to, (dt = E(X)E(Y)

Dispersia

Definitia 2.3.5. Fie {Q, K, P} un camp borelian de probabilitate si variabila
aleatoare X : Q — R. Se numeste dispersia (varianta) variabilei aleatoare X,

caracteristica numerica Var(X) = E[(X -E(X ))2] iar o(X)=4Var(X) se
numeste abatere medie patratica.

Tn mod explicit, dispersia are expresia Var(X)=">"(x, —~E(X))*- p;,
iel
| = N, daca X este o variabila aleatoare discreta sau
Var(X) :I(X—M(X))Zp(x)dx, daca X este o variabila aleatoare
R

continua.
Dispersia este un indicator numeric al gradului de imprastiere (sau de
dispersare) a valorilor unei variabile aleatoare n jurul valorii medii a acesteia.

Propozitia 2.3.6.(proprietitile dispersiei)
a) Var(X) = E(X?*)-[E(X)F
b) Var(aX +b) =a®var(X),Vva,beR
c) X,Y independente = Var(X +Y)=Var(X)+Var(Y)

Demonstratie
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5 V0= E|(x —E(X))?|= E[x? - 2E(X)X +(E(X))]
= E(X*)-2E(X)E(X) +[E(X)] =E(X*)-[EC)]
daca s-a facut un calcul formal.
b) Folosind proprietatile valorii medii si definitia dispersiei avem:
Var(aX +b) = E[(aX +b—aE(X)—b)?]= E[a*(X - E(X))|=
= azE[(X - E(X))Z]: a’Var(X)
¢) Daca X, Y sunt independente avem E(XY)=E(X)E(Y). Calculam
Var(X +Y) = E|[(X +Y - E(X +Y))}|= E[(X - E(X))+ (Y —E(Y))7]=
— E[(X —E(O) + (Y —E()) +2(X —EQONY —EM))]=
= E[(x —~EQO)) ]+ E[Y —E() ]+ 2E(x ~ E()EW - E(Y)) =
=Var(X) +Var(Y)
daci s-a tinut seama ca E(X —E(X))=0

Propozitia 2.3.7.(Inegalitatea lui Cebisev) Daca variabila aleatoare X are
valoare medie §i dispersie atunci Ve>0 are loc inegalitatea

P(X — E(X)| < ) 21— Yar(X)
&

sau inegalitatea echivalenta cu aceasta

P(X — E(X)|> &) < Y2r(X)
8

Demonstratie
Presupunem ca X este o variabild aleatoare de tip continuu, avand
densitatea de probabilitate p(x). Atunci

Var(X) = [(x=E(X))* p(x)dx > [ (x—E(X))* p(x)dx

—0 D
unde D= {x/|x— E(X)|}2 ¢, deoarece |x—E(X)|>¢&, avem ca (x—E(X))*>¢.
Deci, avem

[Ox=E(X)? p()dx = £° [ p(x)dx = £°P(X — E(X)| 2 £)

D D

Am obtinut ¢ Var(X) = e?P(X —E(X)| > ¢), rezulta
Var(X)
82

P(X —E(X)|2¢) <
Folosind probabilitatea evenimentului contrar se obtine si cealaltd forma a

inegalitatii: P(X — E(X)|<¢&) =1-P(X —E(X)|>¢) Zl_Var(ZX)
g
Aplicatia 2.3.8. Daca X este o variabila aleatoare discreta
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-2 -1 0 1 2 3
X:12££i1

12 12 12 12 12 12
atunci deducem ca:

E(X):—2i—1£+0£+1£+2i+3i:l
12 12 12 12 12 12 2

E(X?) :4i+1£+0£+1£+4i+9i =2
12 12 12 12 12 12

Var(X) = E(X?) - [E(X)] = 2_%21

4
o(X) = JVar(X :g
Aplicatia 2.3.9. Daca X este variabila aleatoare continud
X
X =, xe€|13
x:( ],p(x)z g X<l
p(x) 0, inrest
atunci deducem ca:
E(X) =] x (x)dx—X—SS—E E(X2) =[x (x)dx—x—43—5
1P 12| 6" 10 P 16),
169 11
Var(X)=E(X?)-[E(X)] =5-—==
(X)=E(x*)-[E(X)] 3% " 36

o(X) = Var(X) = %

Momente

Definitia 2.3.10. Fie {Q, K, P} un camp borelian de probabilitate si variabila
aleatoare X : Q — R. Se numeste moment initial (obisnuit) de ordin k al

variabilei aleatoare X, caracteristica numerica m, = E(X ")

Observatia 2.3.11. a) Pentru k=1 avem m, =E(X)iar pentru k=2,
Var(X)=m, -m/
X.
b) Daca X este variabila de tip discret avind repartitia X :(p'] ,
i/Jiel
> p=1atunci m_ =) xp;

iel iel
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X .
C) Daca X este variabila de tip continuu X :( ] atunci
o (X

xeR

m, = jx"p(x)dx
R

Definitia 2.3.12. Se numeste moment centrat de ordin k al variabilei aleatoare
X, caracteristica numerica [, = E[(X - E(X))k ], adica

>(x - E(X)) -p, , Xdiscreta

iel

ATl —ECO) p(dx X continua

R
Observatia 2.3.13. Pentru k=1 avem p, =0, iar pentru k=2, u, =Var(X)

Teorema 2.3.14. Intre momentele centrate si momentele inifiale existd
K

urmdtoarea relatie: [, = z (-'C,m,_,m,.
i=0

Demonstratie
Avem

= E[(X ~ECO) |=E[x -m, ) ]= E(gc;x (—ml)i] -

= E{Zk:(—l)‘ C XX m{} = Zk:(—l)‘ C.E(X*")m, = Zk:(—l)‘climk_i m!

i=0

Observatia 2.3.15. [n statistica matematica se utilizeazd de reguld primele patru
momente centrate: p,, 1, iy, 1, -
Definitia 2.3.16. Se numeste momentul initial de ordinul (v,s) al vectorului
aleator (X,Y) caracteristica numerica m, = E(X'Y?*), adica

D XYy ,(X,Y) discret

iel jel

m =
" jjxrysp(x, y)dxdy ,(X,Y) continuu
RZ

Definitia 2.3.17. Se numeste moment centrat de ordin (r,s) al vectorului aleator
(X, Y), caracteristica numerica

u,, = E[(X —E(X))"(Y —E(Y)*] adica

41



22 —EX)) (yj ~E(Y)J Py ,(X,Y) discret

iel jel

ol ”(X‘ E(X)) (y—E(Y)) p(x,y)dxdy ,(X,Y)continuu

Observatia 2.3.18.
m,, = E(X), my, =E(Y), u,, =Var(X), u,, =Var(Y)

Corelatie sau covarianta

Definitia 2.3.19. Se numeste corelatia sau covarianta variabilelor aleatoare X si
Y, caracteristica numerica

C(X,Y)=E[(X —E(X)XY - E(Y))]adica C(X,Y) = u,,

Observatia 2.3.20.
1) C(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y),C(X,Y) =m, —m,ym,
Daca X, Y independente = C(X,Y) =0, dar nu i reciproc.
C(X,X)=Var(X)

C(Zm:aixi,zn:ijj]=Zm:iaibjc(xi,Yj), oricare ar fi variabilele
i=1 j=1

i1 j-1
aleatoare X; si Y;j si oricare ar fi constantele reale aj si b, L<i<m,1< j<n
C(X,Y)=C(Y,X), oricare ar fi X si Y.

Definitia 2.3.21. Se numeste coeficient de corelatie relativ la variabilele
aleatoare X si Y caracteristica numericad
r(X, Y)=—__C(X.Y)

JVar (X)Var (Y)

Observatia 2.3.22.
1) X, Y independente= r(X,Y) =0 reciproc nu este adevarat;

2) Spunem ca X,Y sunt necorelate daca r(X,Y) =0
Proprietati:

a) [r(X,Y)|<1

b) r((X,Y)=+1l<Y=aX+b,a>0
c)r(X,Y)=-1l<Y =aX +b,a<0

Observatia 2.3.23. [n practicd se mai spune cd:
1) X si Y sunt pozitiv perfect corelate daca r(X,Y) =1;
2) X si Y sunt negativ perfect corelate daca r(X,Y)=-1;
3) X si Y sunt puternic pozitiv (sau negativ) corelate daca
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0,75<r(X,Y) <1 (sau -1<r(X,Y)<-0,75);
4) X si Y sunt slab pozitiv (sau negativ) corelate daca 0<r(X,Y)<0,25

(sau —0,25<r(X,Y)<0);
Marginile valorice decizionale fiind alese conventional.

Aplicatia 2.3.24. Fie (X)Y) un vector aleator discret a carui repartitie

probabilista este data de tabelul de mai jos.
Calculati coeficientul de corelatie r(X,Y).

Ylalo 1] 2| p

21 |16 | 112|112 | 1724 | 9124
0 [1/24] 1/6 [ 1/12 ] 1/24 | 8/24
1 | 124|124 16 | 1124|7124
g | 6/24 | 724 [ 824|324 1

X

Rezolvare
Pe baza formulelor corespunzatoare, deducem imediat:

E(X)= —1i+0i+1l :—i __1
24 24 24 24 12
9 8 716

E(X?)=1—+0—+1—= 2
24 24 24 24 3
1

2 95

Var(X)=E(X?)-[E(X)? ==- — 22
()()[()]3144144
E(V)=-12 40l 418 0,3 81
24" 24 24 “24 24 3

E(v?y =10 40l 41t 43 26 18
24" 24 24 24 24 12

Var(Y) = E(V) ~[EN)]" =1 - =2

! 0i+1i+2i +0- —1i+01+1i+2i +
1 24

E(XY)=-1.{-1=+
6 12 24 24 6 12
+1- —1i+0i+1l+2i :i
24 24 6 24) 24
5 1 17
C(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)=—+—="=
(X,Y) = E(XY) ()()243672
17
(X, ¥)=——SXY) 12595
JVar(X)var(Y) \/9535
144 36
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Observatia 2.3.25. Coeficientul de corelatie v(X,Y) reprezinta prima masurd a
corelatiei sau gradului de dependenta in sens clasic. Introdusa de catre
statisticianul englez K. Pearson in anul 1901 ca rod al colaborarii acestuia cu
antropologul englez F. Galton (care a avut prima idee de masurare a corelatiei
sub denumirea de variatie legata), aceasta masura a gradului de dependenta a
fost criticata inca de la aparitiei ei pentru diverse motive, printre care §i aceea
ca:

1) este dependenta de valorile vectorului aleator (X,Y) si ca urmare nu
este aplicabila pentru cazul variabilelor aleatoare necantitative;

2) nu este precisa in cazul independentei si al necorelarii deoarece
daca r(X,Y)=0nu exista un rdspuns categoric (in sensul
independentei sau necorelarii),

3) nu poate fi extinsa la mai mult de doua variabile aleatoare sau chiar
la doi sau mai multi vectori aleatori, fapte cerute de practica.

Daca la prima obiectie a dat chiar K. Pearson un raspuns, pentru
celelalte doua obiectii nu s-au dat raspunsuri clare decdt dupa aparitia in 1948
a teoriei matematice a informatiei, rezultate remarcabile in acest sens obtinand
scoala romdneasca de matematica sub conducerea lui Silviu Guiasu introducand
masurile entropice ale dependentei dintre variabile aleatoare si vectori aleatori
(in anii 1974-1978) cu o larga aplicabilitate teoretica §i practicd.

Tn ciuda tuturor criticilor ce i s-au adus, coeficientul de corelatie clasic
(sau coeficientul Galton-Pearson) este cel mai frecvent utilizat in practica si,
pentru ca este cel mai simplu In utilizare.

Definitia 2.3.26. Fiind dat vectorul aleator Z =(X,, X,,..,X,) Z:E —>R", se
numeste valoare medie a acestuia si se noteaza cu E(Z), daca existd, vectorul
n-dimensional ale carui componente sunt valorile medii ale componentelor lui Z
adica:
E(Z) = E(Xy, X5, X)) = (E(X,), E(X,), E(X,)).
Se numeste matrice de covarianta (sau de corelatie) a vectorului Z si se
noteaza prin C(Z), daca exista, matricea C(Z) = (Cij }:111 = (C(Xi Y )).

i=Ln JJ=Ln

Observatia 2.3.27.
a) Pentru cazul unui vector aleator bidimensional, a nu se face confuzie
intre media produsului componentelor X §i Y, care este E(XY)si

media vectorului (X,Y) care este E(X,Y).
b) Uneori matricea de corelatie C(Z) se mai noteaza si cu T'(Z).
C) Desfasurat matricea de covarianta C(Z) are forma:
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var(X,) C(X,X,) .. C(X,X.)

C@) - C(X,,X;) Var(X,) .. C(X,,X,)

C(X,, X;) C(X,,X,) .. Var(X,)
si ca urmare a proprietdtilor corelatiei, constatam ca matricea C(Z) este
simetricd.
d) Pornind de la definitia coeficientului de corelatie §i de la matricea

de corelatie, daca toate componentele lui Z sunt neconstante, atunci
putem introduce matricea coeficientilor de corelatie R(Z) a carei

forma dezvoltata este:

1 r(xX;,X,) ... r(X,X,)
R(Z) = r(x,,X,) 1 o (X, X))
r(x,, X)) r(X,,X,) .. 1

Ambele forme ale matricei de corelatie a vectorului aleatoriu Z
reprezintda de fapt tabele ale masurarii gradului de dependenta dintre
componentele lui Z, considerate doua cdte doua.

Aplicatia 2.3.28. Fie variabilele aleatoare:

X, ; X, ; Xyt
P P, O O h n

a cdaror repartitie comund notata (py ), 1<1, j,k <2, este:

1 1. 1. 3 .
plllzﬁi pllZZE’ p121:3_2’ p122:3_2’

1. 1. 1. 5
p211:§: p212:Z’ pzzlzﬁi pzzzzﬁ-

Sa se determine repartitiile bidimensionale si unidimensionale ale
vectorului aleator tridimensional Z :(Xl,XZ,XS) si matricele de corelatie
C(2) si R(2).

Rezolvare
Avem imediat repartitiile bidimensionale

1
Prie = Pus t P2 =35 Pi2e = Py + Pz =2
% : % pentru (X,, X,)
Pore = P2y + Papp :g Poe = Popy t P :g
p—p+p—3 p—p+p—5
11 — Mi11 121 = AA 12 — M112 122 — A~
35 : 35 pentru (X,, X,)
Poua = P21y + Py = E Paez = Porp + P = E
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3 5

Par = Pug + Pons = Paz = Pup + Pary =
1?? ; % pentru (X,, X,)
p 21 — p121 + p221 32 p 22 p122 p222 32
si ca urmare putem scrie urmatoarele tabele de repartitie bidimensionale:
Xs ) X3 ) X3 .

-1 |18 |18 | Y -1 | 3/32|5/32 | 1/4 1 |3/16 | 5/16 |1/2
1 38|38 | % 1 |3/16]9/16 | 3/4 3 ]3/3213/32|1/2
q |2 ]12] 1 e 19/32123/32] 1 ne 19/32121/32| 1

din care se observa si repartitille unidimensionale (repartitiile variabilelor
aleatoare considerate X1, Xz, X3). Din aceste tabele deducem prin calcul imediat:

E(X, )_ L E(X2) =1; Var(X, )_
E(X, )—2 E(X?)=5; Var(Xz):l
55 101 207
E(X3)= 0 E(X$) =71 Var(X;) = 2o
E(Xl'xz)—l; E(Xl)E(Xz)—la C(X11X2)—0; r(X11X2):0

29 55 3 [ 3
E(X; - X3) = o EX)E(XS) =220 C(Xy Xo) = = 1(Xy, Xa) = 2o = 012
(X;-Xs) (X)E(X,) (X0 X5) =20 (X0 Xs) =557

13 55
E(X,-X;)= ; E(X,)E(Xy) =
(X X3) =% =5 EOGEXG) =2
C(X, X.) == (X X.)=—>_~021
2 e gg e = g7 T

si ca urmare putem scrie matricele de corelatie:

34 0 332 1 0 012
C@Z)=| 0 1 316 |siR@)=| 0 1 021
3/32 3/16 207/256 012 021 1

constatand ca X; si X, sunt independente n timp ce intre X3 si X; sau X3 si X»
existd o anumita dependenta chiar daca nu este puternica.

Alte caracteristici numerice

Definitia 2.3.29. Se numeste mediana unei variabile aleatoare X, caracteristica
numerica M. care verifica relatia:

mxzmgz%SWXSMJ
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Observatia 2.3.30. 1. Daca F este functia de repartitie §i este continud atunci

1
M, se determina din ecuatia F(Me)= >

2. Daca M, € (a,b]atunci se ia M, :a%b

Definitia 2.3.31. Se numeste valoare modala sau modul a variabilei aleatoare X
orice punct de maxim local al distributiei lui X (in cazul discret) respectiv al
densitatii de probabilitate (in cazul continuu).

Observatia 2.3.32. Daca exista un singur punct de maxim local spunem ca legea
lui X este unimodala altfel o numim plurimodala.

Definitia 2.3.33. Se numeste asimetria (coeficientul lui Fischer) variabilei

aleatoare X caracteristica numericad definita prin S = /J—?é

Definitia 2.3.34. Se numeste exces al variabilei aleatoare X, caracteristica

. v .o . u
numericd definitd prin e = —+—3.
c

Observatia 2.3.35.

1) Daca e<0 atunci graficul distributiei are un aspect turtit si legea se
numeste platicurticad.

2) Daca e>0 atunci graficul distributiei are un aspect ascutit si legea va
fi numita leptocurtica.

3) Daca e = 0 atunci repartitiile sunt mezocurtice.

Definitia 2.3.36. Daca X este o variabila aleatoare cu functia de repartitie
F(X), se numesc cuartile (in numar de trei) ale lui X (sau ale repartitiei lui X)

numerele q,, q, si O, cu proprietatile:
1 1 3
F(ql)ﬁz F(Qz)SE F(Qs)ﬁz
1 1 3
F(q1+0)zz F(q2+0)25 F(q3+0)22

Observam ca Q, =M, .

-1 0 2
Exemplul 2.3.37. Se considera variabila aleatoare X: .
02 03 05

Sa se calculeze: E(X), E(3X), E(4X-2), Var(X), oy .
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Rezolvare

3
E(X) =in p,=-1-02+0-0,3+2:-05=0,8
i=1

E(3X)=3E(X)=3-08=34; E(4X -2)=4E(X)-2=4-08-2=12
Var(X)=E(X?)-[E(X)] =2,2-0,64 =156
E(X?)=(-1)2-0,2+02.0,3+2%-05=2,2; o, =4Var(X) =156 =124

Exemplul 2.3.38. Sa se calculeze valoarea medie si dispersia variabilei
aleatoare care are densitatea de probabilitate

{1—|1— x|, dacd x  (0,2)
p(x) =
0, altfel
Rezolvare
X,daca 0<x <1
Observam ca: p(x)=<2-x,dacal<x<?2
0, altfel
Tinand seama de definitie avem:
oo 1 2 3
E(X) :J._w X p(x)dx :J.Oxzdx+J.1 x(2 - x)dx :%| z +x%| —%| 2=1
4 3
E(X?)=] " x2p(xdx= "x'dx+ [ "x*(2- X)dx=>~| * +2%| R =%

4
Var(X) = E(X2)—[E(X) :%_1:%

Exemplul 2.3.39. Fie vectorul aleator (X,Y) cu densitatea de probabilitate
K 1),xe[01],y€[0,2

p(x,y):{ (i(+y+ ) x €01y €[02] Se cere:
0,1n rest

a) sa se determine constanta k;

b) sa se determine densitdatile marginale;

¢) sa se cerceteze daca X si Y sunt independente sau nu,
d) sa se calculeze coeficientul de corelatie intre X si Y.

Rezolvare
a) din conditiile p(X,y)>20=k=>0
J‘jwj‘jwp(xi y)dxdy = kj:dXJOZ(X +y+1)dy =1=k =1/5.
1
Deci p(X,y) =<5
0, in rest

(x+y+1),xe[0,1],y €[0,2]
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2X+4

+00 1¢2
b) px ()= [ pOx,y)dy =2 [ (x+y+1)dy = x e[0/]
2X+4
— ,x€[01
= Py ()= o4
0,altfel
o0 1,1t 2y +3
p, ) =] pey)dx =< [ ey +Ddx = ==y e[0.2]
2y +3
.y e[0,2
= py={ 10 V02
0, altfel

c) X si Y nu sunt independente deoarece: p(X,Y) # px (X)-py (Y)

+00 @ +00 +0o 1 1 8
d) EQX) =] " “xp(x, y)dxdy = [ “xpy (x)dx :gjox(2x+4)dx -

+00 @ +00 +00 1 2 17
E() =[] pOxydddy =] ypy (y)dy == [ y(@y+3)dy =

+00 1¢12 11
m,(X)=E(X)=| xX%p,(X)dx==| x*(2x+4)dx =—
() =E(X) =[xy ()dx =2 [ % (2x+ 4)dx = 2
m, (1) =)= [ Ty e, (dy = = | y? @y + 3y = =
o 1070 15
. 11 64 37
Deci Var(X)=E(X?)-[EX)f ===2-—=—"—
() = E(X*) - [E)] 30 225 450
8 289 71
Var(Y)=E(Y ) -[E(Y)f =222 =
) =B -[EM] =c-Sr =0
+oo o 4 112 2
E(X-Y):j_wj_wxyp(x,y)dxdy:gjodxjoxy(x+y+1)dy:
1,1 14 9
==[ 1 2x? + = x [dx=—== C(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) =.
510[ +3] 1e = COGY) = B(XY) ~ E(X)E(Y)
.9 812 -1
15 15 15 225
_ 1
Se obtine: r(x,v)= XY 225 _ 09758
Ox oy |37 71
450 225

Exemplul 2.3.40. Se stie cd, daca doua variabile aleatoare X si Y sunt
independente, atunci coeficientul lor de corelatie este nul. Reciproca nu este
adevarata. lata un vector aleator discret (X,Y), in care X si Y sunt dependente si
totusi r =0.
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Rezolvare
Calculam repartitiile marginale:

W0 L o2 (1 12
'{6/16 4/16 6/16]’ '(4/16 4/16 8/16]

Avem: E(X)=1 E(Xz):g; Var(X):%; oy :%

J10

E(Y) =1 E(YZ):; Var(Y):g; oy =

2

X Y'(_Z 0 4] E(XY)=1
\He %6 %6 Yo Ho)
C_ECCY)-EQOE(Y) _1-1

oo B
2 2

Exemplul 2.3.41. Fie X o variabila aleatoare care are densitatea de
probabilitate definita prin: p(X) = {0’ x¢(0.2) .
1/2,x €(0,2)
a) Sa se determine modulul si mediana
b) Sa se calculeze momentul de ordin k, m, (X) ..

Rezolvare
a) Conform definitiei, My este valoarea pentru care p(X) — max.adica
M, € (0,2) adica exista o infinitate de valori modale situate pe segmentul (0,2).
1

Mg se determina din ecuatia F(M,) = r
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M, M
Cum F(M,) = P(X sMe)zjo pYdx === M, =1.

2k

wo 1
_ ky _ k _
b) m, (X)=E(X )_I_wx o=

2.4. Functia caracteristica. Functia generatoare de momente

Definitia 2.4.1. Fie cAmpul de probabilitate {Q, K, P} si variabilele aleatoare X
si Y definite pe Q cu valori reale. Se numeste variabila aleatoare complexa

Z =X +iY, i* =1, iar valoarea medie a acesteia notati cu E(Z) este datd de
relatia E(Z) = E(X) +1E(Y) daca mediile E(X) si E(Y) exista.

Observatia 2.4.2. Daca X este o variabilda aleatoare expresia
e™ =costX +isintX, teR defineste de asemenea o variabild aleatoare si

‘e“x‘z =cos?tX +sin?tX =1

Definitia 2.4.3. Fie X o variabila aleatoare reald. Se numeste functia
caracteristica a Ilui X o functie ¢, :R—>C data de vrelatia

oy (1) = o(t) = E(e™), care explicit poate fi scrisd sub forma
> pe™  este detipdiscret

t — kEK ] ]
ox(®) je'txp(x)dx , este de tip continuu
R

Propozitia 2.4.4. Functia caracteristica are urmatoarele proprietati:
1) p(0)=1si |p(t) <L VteR

2) Dacd X;, j=1,m sunt variabile aleatoare independente in totalitate
cu functiile caracteristice (qoxj O =0;1),] =1,_m) atunci functia caracteristicd

a variabilei aleatoare suma X = X, + X, +...+ X este

02 () = 2 OP 1) .0 (1) = f[qo,- t)

3) Daci Y =aX +b, asi b €R, atunci ¢, (t) = ¢, (at)e™
4) Daca X admite momente initiale de orice ordine atunci functia
caracteristica admite derivate de orice ordin si are loc relatia

m(X) = E(X") = 00

Demonstratie
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1) o(0)=E@) =15i

|q0(t)| = z p.e™|< z p. ™| = z p, =1 daca X este de tip discret si
keK keK keK

|qo(t)| = Ie“xp(x)dx < ”e“x p(x)dx = Ip(x)dx =1 daca X este de tip continuu.
R R R

2) Avand in vedere proprietdtile valorii medii, putem scrie ca

0y (t) — E(eitx ) — E(eit)(l . eitX2 eitxm) _ H E(eitxj) _ Hq)] (t)
j=1 j=1

3) Tot ca urmare a proprietatilor mediei avem:
o, (1) =E("™)=E(e"™ -e™) =e"p, (1) =", (at)

4) Observim ci o (t)=E(X"e™i")=i"E(X"e™) si rezulti
PP (0)=i"E(X")=i"m (X).q.e.d
Observatia 2.4.5. Folosirea relatiei de la punctul 4) este recomandabila doar

atunci cand calcularea momentelor este mai comoda prin aceasta relatie decat
pornind direct de la definitia acestora.

Aplicatia 2.4.6.
1) Daca X ~10 1) nci
aca .
1/6 1/2 1/3
1 & 1 1, 2e"+e"+3
{)=—6" +—+—6 =———
p=ge +373 6

X L —2ix .
2) Dacd X :{2 ] x 03] atunci ¢(t) :j2xe"xdx _2 ezzlx e™
X
0

X . 0 . -
3) Daca X :| . |, x=0 atunci p(t) = [eedx =
€ 0 1+t

Definitia 2.4.7. Fie X o variabila aleatoare reala definita pe campul de
probabilitate {Q,K,P}. Se numeste functie generatoare de momente, dacd

existd, functia G:R — R, datd de relatia G, (t)=G(t) = E(e™) care explicit
poate fi scrisa sub forma
> pe™ | Xestede tip discret
G t — keK ) )
® jetxp(x)dx , X este de tip continuu
R

cu conditia existentei expresiilor corespunzatoare.

Propozitia 2.4.8. Functia generatoare de momente are urmatoarele proprietati:
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1) G(0)=1

2) Daca X, 1< j<m, sunt independente in totalitate si au functiile
generatoare G, (t), j=1m, atunci functia generatoare a variabilei aleatoare
X=X +X,+..+ X, este

Gy (1) =f[e,-(t)

3) Daca Y =aX +b, asi b €R, atunci

G, (t) =G, (at)-e®

4) Daca X admite momente initiale de orice ordin, atunci functia
generatoare admite derivate de orice ordin in punctul zero i

GPO)=E(X")=m (X), r=12,..
Aplicatia 2.4.9.

1) Daci X -0l
aca X :
1/6 1/12 2/3
-t —t
G(t) :le_t +£+le_t :M
6 2 3 6

] atunci

X ,
2) Daca X :(ﬂ, _M], x>0, A >0 atunci
e

o A .
G(t)= Aje e%dx =—=—, daca t < A
0 A
iar in caz contrar nu existd.

k
3) Daca X:( C n_k] , p,g>0, p+qg=1, atunci
k=0,n

C.pq
G(t) =D Cyp g™ *e™ =(pe' +q)"
k=0

G (t) =npe'(pe' +q)""; G'(t) =npe'(pe' +q)" " +n(n—1) p’e* (pe' +q)"*
G (0)=np=E(X); G (0)=n?*p*+npg=E(X?)

2.5. Probleme rezolvate
Aplicatia 2.5.1. Fie variabilele aleatoare independente :

0 1 2 -1 1 2
X si Y. .
(1/2 1/4 1/4] (1/3 1/6 1/2]

S se scrie variabilele aleatoare : 2X, Y2, X+Y, XY, 2X+3Y, X/Y,
max(X,Y), VX .

Rezolvare
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Probabilitatile corespunzatoare valorilor lui 2X, Y2 /X sunt aceleasi
cu cele corespunzatoare lui X si respectiv Y. Avem:

0 2 4 1 4
2X A X 0 1 V2 LY .
1/2 1/4 1/4 1/2 1/4 1/4 1/2 1/2

P(Y?=1)=P(Y =-1vY =1) = P(Y =-1) + P(Y :1):%+%:l

5
Deoarece X si Y sunt independente avem ca pj; = pigj,1 <1, j < 3 . De exemplu
p, =P(X =0,Y =1)=P(X =0)P(Y =1) :%%:é . Obtinem

X 1Y 0-1 0+1 0+2 1-1 1+1 1+2 2-1 2+1 242
+Y:

1/6 1/12 1/4 1/12 1/24 1/8 1/12 1/24 1/8
adica

-1 0 1 2 3 4
X+Y: )
(1/6 1/12 1/6 7/24 1/6 1/8]

Analog

X.Y.(O-(—l) 01 0-2 1-(-) 11 1.2 2(-D) 21 2-2]
1/6 1/12 1/4 1/12 1/24 1/8 1/12 1/24 1/8
de unde

v -2 -1 0 1 2 4
\1/12 1/12 1/2 1/24 1/6 1/8)
Cum 2X 51 3Y au repartitiile

0 2 4 -3 3 6
X: , Y : ,
(1/2 1/4 1/4] (1/3 1/6 1/2]

obtinem repartitia ui 2X + 3Y :

-3 -1 1 3 5 6 7 8 10
2X +3Y: )
(1/6 1/12 1/12 1/12 1/24 1/4 1/24 1/8 1/8]

La fel obtinem:
X (-2 -1 0 12 1 2
Y 1

max(X,Y): 0 . 2
" 7'l1/6 5/24 5/8)

Yol 112 12 18 16 1/24

Aplicatia 2.5.2. Fie X si Y doua variabile aleatoare discrete ale caror repartitii
probabiliste comunda (pij) si marginale (pi) si (q;j) sunt date in tabelul urmator :

X\Y -1 0 1 b
-1 1/8 1/12 1/6 3/8
1 1/24 1/4 1/3 5/8
g 1/6 173 172 1
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a) Sa se scrie variabilele aleatoare X si Y.
b) Sa se precizeze daca X si Y sunt independente.
C) Sa se scrie variabilele X +Y, X Y, X2 Y2, YIX.

Rezolvare
a)Din tabelul de repartitie de mai sus deducem ca

-1 1 . -1 0 1
X: siY: .
(3/8 5/8] (1/6 1/3 1/2]

b)Daca X si Y ar fi independente atunci
p,=P(X=-1Y=-1)=p0,=P(X=-1)P(Y =-1),

N ~1 31
ceea ce nu are loc intrucdt == —-= .
8 86
c)Deoarece
1 1 1 1 1 1

P :ga Pi, :Ea P13 :E’ P :ﬂ’ P2 :Z’ P2 :3 )

obtinem
- -1 0 1 2
X+Y: ,
(1/8 1/12 1/6+1/24 1/4 1/3]
v -1 0 1
\1/6+1/24 1/12+1/4 1/8+1/3)°

X -1 0 1
Y \1/24+1/6 1/12+1/4 1/8+1/3)
Repartitiile lui X2 §i Y? rezultd imediat din cele ale lui X si Y:

X2.1 Y2. 0 1
1) \1/3 2/3)°

1 2 3 3
Aplicatia 2.5.3. Fie variabila aleatoare discreta X : (

P p°p P
a) Sa se determine p.
b) Sa se calculeze functia de repartitie a lui X.

C) Sa se calculeze probabilitatile:
P(X <1),P(X <3),P(X >4),P(L5< X <3,2),P(X >2)),

P(31< X|X >28),P(L5< X <32< X <4).

Rezolvare
a) Trebuie sd avem p + p? + p +p? + p>=1ip > 0. Rezulta
3p?+2p=1sip>0, adici p = 1/3.
b) Cum F(x) = P(X<x) rezulta ca F(x) =0 dacix <1,
F(x)=p=1/3dacax €(2],
F(x) = P(X=1) + P(X=2) = p + p>* =4/9 daca x € (2,3],
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F(x) = P(X=1) + P(X=2) + P(X=3) = p + p* + p = 7/9 daci x e (3,4],
F(X) = P(X=1) + P(X=2) + P(X=3) + P(X=4) = p + p> + p + p° = 8/9
dacax €(4,5] siF(x)=1dacax>5.

Deci :
0, X<1I;
1
=, 1<x<2;
3
f, 2<X<3
FO) =13
—, 3<x<4;
9
g, 4<x<5;
9
1, X>b.
c) Avem

P(X<1) =P(®) = 0, P(X<3)=P(X=1)+P(X=2)=4/9,
P(X>4)=P(X=5)=1/9, P(1,5<X<3,2)=P(X=2)+P(X=3)=4/9,
P(X>2,1)=P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)=5/9,
2
PGBi< X|X >28) = P(31l< X, X >28) _ P(X >31) _ 2p : :E
P(X >2,38) P(X>28) p+2p° 5

P(1,5<X<3/2<X<4)=P(X=2 sau X=3 / X=3) = P(X=3/X=3) =1.

Aplicatia 2.5.4. Determinati constanta a € R pentru ca functia f data mai jos sa
fie densitate de repartitie si apoi sa se determine functia de repartitie
Corespunzdatoare. Sa se calculeze mediana, cuantilele §i valoarea modala a
variabilei aleatoare X avand densitatea de probabilitate p(x):

2X, x e[0,1/2]
p(x)= a—%, xe(1/2,2]
0, altfel.

Rezolvare

+o0 1/2 2 2X
Avem [~ p(x)dx =1, de unde J; xax +J'1/2(a —?]dx =1 sau

2
X°[37 + (ax X ]\f,z =1. Rezulti a = 4/3 si deci
3

0, x<0 0, x<0

X2, xe[01/2] X2, xe[01/2]
FOo= [ pit=11 jﬂzﬂdt xe@22] |ZX1 cw2g

1 X>2 i X>2
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Intrucat F este continud vom avea F(x) = F(x+0) , Vx, deci

F(Me(X))s% si F(Me(X))Z%, adica F(Me(X)):%. Aceasta se
2
realizeaza pentru % :% , de unde x = Z—E e(@/2,2].

Asadar M (X)=2 —\/g =C,. Se observa ca F(1/2)=1/4 deci ¢, :%%

2
rezulta din F(x)=3/4, adica % _ %, de unde ¢, =2 ‘% |
Deoarece p este crescatoare pe [0,1/2] si descrescatoare pe (1/2,2],

x=1/2 este punct de maxim (singurul), prin urmare M (X) :%.

Aplicatia 2.5.5. Sa se determine variabilele aleatoare independente

{x X+1 x+2 x+3] _ {y 2y 3y]
X: si Y 5 5 |
p 2p 3p 4p a g q
stiind ca E(X)=2 si E(Y)=7. Sa se calculeze apoi E(2X+3Y), Var(X),
Var(Y) si Var(2X+3Y).

Rezolvare

Deoarece X este o variabild aleatoare trebuie sa avem p+2p+3p+4p=1,
adica p=1/10. Atunci

E(X) = x-pH(x+1)2p+(x+2)-3p+(x+3)-4p = 10px+20p = x+2.

Cum E(X) =2 rezulta ca x = 0.

Analog g+q%+g°=1, adica 2¢?+q-1=0, de unde q=1/2. Rezulti ci

E(Y)=y'q+2y'q2+3y'q2:£y. Cum E(Y) = 7 avem ca y=4. Tablourile de

repartitie ale lui X §1Y vor fi

o 1 2 3 4 8 12
X:11 1 3 2 ,Y:[l 1 1)_
10 5 10 5 2 4 4
Folosind proprietatile mediei avem
E(2X+3Y) = E(2X)+E(3Y) = 2E(X)+3E(Y) = 2-:2+3-7 = 25,
Pentru calcularea dispersiilor avem nevoie sa calculam mediile lui X2 si
Y?. Acestea au tablourile de repartitie

0O 1 4 9 16 64 144
X201 1 3 2| v%:1 1 1| astfelca
10 5 10 5 2 4 4
E(Xz):O-i+l-£+4-i+9-g:5 si
10 5 10 5
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E(Y?) =16-%+64-%+144-%=60 . Atunci

Var(X) = E(X)-E(X)?=5-4 = 1 si Var(Y) = E(Y?)-E(Y)?= 60-49 = 11.
Cum X s1 Y sunt independente, rezultd cad si 2X si 3Y sunt independente

siavem
Var(2X+3Y) = Var(2X)+Var(3Y) = 4Var(X)+9Var(Y) = 4149-11 =

103.

Aplicatia 2.5.6. Sa se determine variabilele aleatoare X si Y ale caror repartitii
sunt date incomplet in tabelul de mai jos, stiind ca E(X)=17 si Var(Y)=1. Sa se

calculeze apoi E(XY) si Var(X-Y).

X\Y -b 0 b pi
a 1/5 1/10
a’ 2/5 3/5
qj 1/5
Rezolvare

Deoarece p;+p,=1 rezulta ca p, :1—2 = % . Mai departe
2

_ .11 . 1
P11+pP12+P13=p1, adica §+E+ [ =z deci p,; =10 Cum

P13t+pP23=Qs rezultd ca p L1 1 Dar p2it+paotp2s=p2, adica
131P23=03 2557010 21+ P221P23=P2,

32 1 1 : —gn < = a ca S i
_ _ . Din pu+p21=01 si par+p12=02, rezulti ci qlzB $1

q, = % . Obtinem astfel
a a’ -b 0 b 5 3
X:02 3|,Y:3 1 1| . Astfel E(X)=a-=+a’-==17 ,
5 5 10 2 5 5 5
adica 3a%+2a-85=0, de unde a;=5, a,=-17/3. Deoarece
E(Y):—@+0-1+9:—£ si
10 2 5 10
2
E(Yz)z(—b)2-3+02-1+b2-3=b—,rezu1taca
10 2 5 2
b2 b? 49b®
Var(Y)=E(Y?)-E(Y) =—-—= . Din ipotezd Var(Y)=1,
(V) =E(V*)-E(Y)* ==~ ="~ - Din ipoteza Var(Y)

astfel ca b? :%, adica b zg. Din tabloul repartitiei comune (pj;) avem
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-a’ -ab 0 ab ah) a-b a’-b a a’ a+b a’+b
Xy 10011 1 1six-y)1 1 1 2 1 1
10 5 2 10 10 10 10 10 5 5 10

a’b ab ab ab ab _a

Astfel E(xY)=->--2, 2,27 __ D __ <2
10 5 10 10 10 7

Daca a=5, E(XY)=-5/7, iar daca a=-17/3, E(XY)=17/21. Pentru
calcularea dispersiei lui X-Y, avem nevoie de:
a-b a’-b a 2a* a+b a’+b 6a’+4a+b
+ +—+ + + =
10 10 10 5 5 10 10
2 2 2 2 4 2 2 2
(a—h) N (a° =b) Lan 2a N (a+hb) N (@ +b)
10 10 10 5 5 10
_6a* +4a® +2ab+5b°

10
Pentru a=5, b=10/7 avem E(X- Y)_ﬂ E[(X —Y)?] = 28985

49
deci Var(X —Y) = 18985 14400 _ 4585 .
49 49 49
Aplicatia 2.5.7. Sa se determine parametrii care apar in repartitiile urmatoare
si sa se calculeze apoi E(X) si Var(X), X fiind o variabila aleatoare, avand
repartitia respectiva:

E(X-Y)=""=

E[(X -Y)*]=

n
a) X:|1 n},ne N,g>0;
Zq

b) X: ],XE[O,l],a>0;

a(x* +2x)
a2x3, x e[0]]

c) X: ()]p()— ax, xe(L2]
0, altfel.

Rezolvare

a)Din conditia nz_;‘%q” =1 rezultd ca %.ﬁ:1:l_q :%: q :%
o0 1 N 1 0 . 1 00 . 1 o ) '
E(X):Zn-zq :Zqzn-q 1=Zq2(q )=Zq(2q ] =
n=0 n=0 n=0 n=0
AtunC|_l 1) 1 1 _E.E.i_g
“i\iTq) Tl AT
16
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E(X?) =§n2 -%q” =%qin(q”)'=%q(inq”] =q&inq”] =

1 1 ] 1. 2
== == =24
4 q{(l—qf} P
Astfel Var(X) = E(X?)-E(X)?= 24-9 = 15,

b) Din conditia [ a(x* +2x)dx =1 rezulta ca

3
a X4 x? %)zlza-ﬂzlza:E . Atunci
3 3 4
1 13 3(x*  2x° 11
E(X)=[ x-p(x)dx = | x-S(x*+2x)dx==| =+ — |1 =",
(X) = [;x-p()dx = [ x-7(x" +2x) 4(4 3]016

2_12 _1232 _3X5 2X41
E(X )_jox -p(x)dx_jox e +2x)dx_z(?+

2
Astfel Var(X) = E(X %) - E(X)? _E— i1 :6—7.
40 \16 1280

¢) Din conditia j i p(X)dx =1 rezulta ca

ja2x3dx+j Ax=1=a2-

p£(x) > 0numai a=1 convine, astfel ca :

Xl X1, 7_4

E(X)= J.X p(x)dx = Ix X dx+I X —dx:—5 _6 1_§+E:_0
x®|, x*|, 49

E(X?%) = J.X - p(x)dx = Ix xdx+jx _dx_Fé o 5_2 1

49 (41 313
Var(X)=E(X?)-E(X)’ =——-| — | =—.
) (X5 -EB(X)" 24 (30] 1800
Aplicatia 2.5.8. Fie vectorul aleator (X)Y) cu X, Y variabile aleatoare
independente, a carui densitate de probabilitate este

p(X,y)= . . 8a se determine:

A+ x3)(A+y?)
a) functia de repartitie corespunzdatoare;

b) P((X,Y)e[0,1)x[0,1)).

Rezolvare
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a) Avem IIRZP(X’ y)dxdy =1, deci J'm;dxdy:l. Rezultd

= (1+ x?)(1+y?)
o +00 dX +00 dy _ . o ~ 1
ca aJ.—fXJl_'_XZJ._OOl_'_ y2 _1:a.arCth —0 0 _1:a—?
~dudv. 1 du podv
F(x, _au _
b= I I SLruB)aevd) Al I°°1+u2L>°1+v2

Atunci

(1 1](1 1)
=| —arctgx + — | —arctgy +—
T 2N\« 2

dudv
0 P(X.V)eb)== £ N e 0 L+ UZ)(L+ v )

=F(@11)-F@0)-F(01)+F(0,0)= E

Aplicatia 2.5.9. Fie vectorul aleator (X,Y) cu densitatea de probabilitate
ax’y, (x,y)e[0]1]x[0,2
S y) =BV ey el0mx[02]
0, altfel.

a) Sa se determine constanta a.
b) Sa se calculeze functia de repartitie F(x,y) si functiile marginale

Fx(x) si Fy(y).

Rezolvare
1 2 . il 2 2 o o
a) Avem jojo p(x,y)dxdy =1, adica ajox dXJAO ydy =1, rezultd ca

@:1 de unde a:%

b) Avem F(x,y) =" [ p(x,y)dxdy.

Daca x <0 sau y < 0, atunci f(x,y)=0 si deci F(x,y)=0.
Daca x> 1 s1y > 2, atunci F(x,y)=1.
Daca (x,y) €[0,1]x[0,2] avem

3,,2

F(x,y)= J'J'—u vdudv——J:uzduJ.Oyvdv:Xi/ :

Dacda x €[0,1] siy>2 avem
_ X 23 2 _3 X 5 2 U3
F(x, y)_LLEu vdudv_Ejou dujovdv—x .
Dacda x> 1 siy €[0,2] obtinem

F(x,y):J':J'Oyguzvdudv:%J.:uzduj.oyvdv:yT2
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0, X <0sauy <0
X3y2
2 (x,y) €[0,1]%[0,2]
Astfel F(x,y)=1 x5, xe[01],y>2
2
yT, x>1ye[0,2]
1 Xx>1y>2
Functiile de repartitie marginale sunt
0, x<0
F, (X) = F(x,0)=<x%, xe[0]]
1, Xx>1
0, y<0
y2
R (y)=Floy) =17 yelo2]
1 y>2
Aplicatia 2.5.10. Fie vectorul aleator (X,Y) avand densitatea de probabilitate
e x>0,y>0
X,y)=
pix.) { 0, altfel

Sa se calculeze:

a) P(X<1,Y<1), P(X+Y<1), P(X+Y>2), P(X=1/¥=l), P(X<2Y),
P(X=n)

b) Functia de repartitie F(x,y) si functiile de repartitie marginale Fx(X),

Fv(y);
¢) Densitdtile de repartitie marginale px(x), py(y);
d) Momentele obisnuite de ordin (k,s) ;
e) Corelatia variabilelor X §i Y.

Rezolvare

2) P(X<LY<D=[ [ p(x y)dxdy=
= [ [ oy = (e s (-e = @-e)
P(X +Y <D= [[p(x y)dxdy=[ [ e dxdy = [[e™(-e™)

x+y<1

= [l —edx=(-e ™) et =1-2e7,
P(X+Y 22)=1-P(X +Y <2) =1 [[ p(x,y)dxdy =

X+y<2

2 dx :1—J'02 (e —e?)dx=3e?

1-x
o dx =

=1-[ [ Teaxdy =1- [ e(e7)
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P(X >1Y >1)
P(Y >1)

P(X 21Y >1) :jl“"jl”’e-*-ydxdy = (jl+°°e-*dxj2 = ((—e-*)

s (-e”)

P(X >1/Y >1) =

+00 -2
1 )2:e

P(Y 21) = wam e Vdxdy = —e™* gt

= P(X =LY >1)=¢"

P(X<2Y)= [[e*dxdy= IOM Ee‘*e‘ydydx = Ewe‘x (—e7)

O0<x<2y

-3x -3x
- =4 2 ¥ 2 1
= X _@ 2 =l —e*+Zp 2 (*P=1_Z==Z= =Y)=
_J; (e™*—-e )dx—( e +3e ]0_1 3_3,P(X Y)=0.

x/2 _
o dx=

b) Avem F(x,y) = j_x j_y p(u,v)dudv .
Daca x > 0 sau y < 0 p(x,y)=0, deci F(x,y)=0. Daca x >0 si y >0 avem
N ATy N Y v _ -X -y

F(x, y)—j0 jo e dudv—j0 e duj0 e'dv=(>01-e")1-e").

Functiile de repartitie marginale sunt

Fy(X)=F(x,0)=1-e" si F,(y)=F(0,y)=1-¢".

c) Densitatile de probabilitate marginale p,(x) si p,(y) sunt
derivatele functiilor de repartitie marginale:

px(x)z{(_” e pY(y):{

e, x>0

0, y<O0
e”’, y=0

_ ks_+°°+ooks_x_y B
d)ak,s_M(XY)_jo jo Xye dXdy—
= J~0+°° Xke_XdXJOM y'eldy =T(k+D)I'(s+1) =kls!,
unde TI'(p)= J‘0+ooxp—1e—de este functia gama a lui Euler s§i are

proprictatea ca I'(p+1) = p! pentru pe N.
e) Avem

cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) =m,, —j0+°° xe—*dxjo”" ye'dy =

=1-T'(2)*=1-1=0.
Aplicatia 2.5.11. Fie (X)Y) un vector aleator discret a carui repartitie
probabilista este data in tabelul de mai jos. Sa se calculeze coeficientul de
corelatie r(X,Y) si sa se scrie ecuatiile dreptelor de regresie.

X\Y -1 0 1 2 b
-1 1/10 1/5 1/10 0 2/5
0 1/20 0 1/10 1/20 1/5
1 1/10 1/10 1/20 3/20 2/5
g 1/4 3/10 1/4 1/5 1
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Rezolvare
Pe baza formulelor corespunzétoare deducem imediat:

E(X)=-1- g+0 —+1. g—0 E(Y)_—l— Oi+1 l+2 1:g
5 5 5 4 10 4 5 5
2 1 2 4
E(X))=(-D)*-2+0%-Z+1°- 2 =— |
(X =D c cT T
E(Y?) = (-1)? Lo Sl 1 13 ,
4 10 4 5 10
Var(X) = E(X?)-E(X)? :%,
13 4 57
Var(Y)=E(Y*)-E(Y)? == —-—
e T 25 =0
E(XY) = (1)(1)—+(1)0— (1)1—+(1)20 0(1)—+
+0-0-0+0-1- i+0 2- i+1 (-1)- —+1 0- —+1 1 i+1 2- i:l
10 20 10 20 20 4
cov(X,Y):E(XY)—E(X)E(Y):Z
((X,Y) = cov(X,Y) _ 0,25 .
War(X)var(y) 2 457
V5 50
Ecuatiile dreptelor de regresie sunt :
y 2 y 2
x—0 5 5 x-0
T +0,25 5—7, g —+0,25'T
5 50 50 5

Aplicatia 2.5.12. Sa se determine functia caracteristica si functia generatoare de
momente §i apoi sa se calculeze, pornind de la acestea, momentele m, si m,,
pentru urmatoarele variabile aleatoare:

0 1 2
@ x:|1 11,
2 4 4

b) X :( )_(X],XZO .
e

Rezolvare
a) Avem
e 1w 1 op 1 2+e"+e™
t)y=e" -+ .4 S =" i
ox (1) 2 4 4 4 ;
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4 4
Primele doua derivate ale acestor functii sunt:

ox (1) = —(e't +2e™) , oy (1) = ——(e't +4e™)

G. (1) :%(e‘ +2¢%) | GL(1) :Z(et +4e%) |

Obtinem
0y (0) = ,cox(O)— 5 G (0)_2 (0):%,deunde
Gl(X)ZE(X)=@=G'X(O)—% si

000 =Ex) =20 _g; 02

b) ¢ (1) = [ e e X = jo“’ (costx +isintx)-e *dx =
= jom costx-e dx + ij0+°°sin tx-e*dx=A+iB

A= jom costx-e *dx = jom costx- (—e ) 'dx =

=—costx-e”*

0 —jo tsintx-e "dx=1-1tB ,

B:J'0 sintx-(—e)dx=—sintx-e™|, +J'0 tcostx-e"dx =tA.

Obtinem A= 1 - A, adici A= —~ §iB= ",
1+t 1+t
Astfel X(t)—lHt .
X(t -1) 1
Apoi G, (t) = J' e"e¥dx = J' gDy = © 1Igw:1 t,t<1.
Primele doua derlvate sunt
t2 . 6it® +14t* —10it — 2
= ) t = )
x() (1 RE ) oy (1) (1+'[2)5
, 1
G, (t)=——, .
<O (L-t)? C.0= (1- t)3
Obtinem

m,(X) = E(X) = q”*i(o) -G, (0)=15si

m,(X) = E(X?2) = q”%Z(O) -G, (0)=2.
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2.6. Probleme propuse

Aplicatia 2.6.1. Se considera vectorul aleator (X,Y) cu densitatea de

A\Jxy,daca  x,y)0, y(x(1
0, altfel

probabilitate: p(X, y) = { . 8d se determine:

a) constanta reald A;

b) densitatile de probabilitate px, py pentru variabilele aleatoare X,
Y;

C) probabilitatile P(0 <X <%, 0<Y< %) i P(X<% Y < %)

Aplicatia 2.6.2. La patru unitati alimentare din oras se poate gasi zilnic pdine
proaspata cu probabilitatile p1=0.8, p,=0.9, p3=0.95 si respectiv p,=0.85. Fie X
numarul unitatilor alimentare din cele patru la care se gaseste pdine proaspata
intr-o zi fixata. Sa se determine:
a) distributia variabilei aleatoare X;
b) valoarea medie, dispersia, abaterea medie pdtraticd, mediana i
modul variabilei aleatoare X.

Aplicatia 2.6.3. Fie (X,Y) coordonatele unui punct luminos ce reprezinta o tintd
pe un ecran radar circular §i care urmeaza legea uniforma pe domeniul
D = {(xy)eR?/X*+y* < r?). Si se determine valoarea medie si dispersia

distantei Z = N X? +Y? de la centrul ecranului pand la punctul luminos.

Aplicatia 2.6.4. Folosind inegalitatea lui Cebisev, sa se arate ca
PO<X<2(m+1)) > M|

m+1
daca variabila aleatoare X are densitatea de probabilitate

m

X -X
p(X) = He ,daca x)0.

0,daca x<0
Aplicatia 2.6.5. Probabilitatea ca o persoanad sa gaseasca loc la un hotel este p
= 0.8. Tn decursul unei luni de zile, la hotelul respectiv s-au prezentat 4000 de
persoane. Fie X numarul persoanelor care au gasit loc la hotel din totalul de
4000. Sa se determine probabilitatea ca:
a) numarul persoanelor care au gdsit loc la hotel sa fie cuprins intre
3000 si 3400,
b) numarul persoanelor care au gasit loc la hotel sa nu depdseasca
3000;
C) numarul persoanelor care nu au gasit loc la hotel sa fie mai mic
decat 500.

Aplicatia 2.6.6. Fie variabilele aleatoare independente:
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(o Bl

2X+3Y: 3Y-2X: /X .

1

s
Ys 12 14 18

Sa determine variabilele aleatoare: X+Y; X-Y; X-Y; X2; YZ; X3; Y3; 2X: 3Y;

Aplicatia 2.6.7. Fie X si Y doua variabile aleatoare discrete ale caror repartitii
probabiliste comune (p;) si unidimensionale (p;) si (q;) sunt date Tn tabelul

de mai jos:
\{ a4l ol 1] 2 |np
-1 1/12 | 1/24 | 1/24 | 1/48 | 3/16
1 1/48 | 1/24 | 1/48 | 1/24 | 1/8
2 1/48 | 1/3 | 1/6 | 1/6 |11/16
0 1/8 | 5/12 |11/48|11/48| 1

a) Scrieti variabilele aleatoare X §i Y;
b) Precizati daca variabilele aleatore X si Y sunt independente sau
nu i justificati raspunsul;

Y

C) Scrieti variabilele aleatoare: X+Y; X-Y; XY, Y; X2; Y3;

Aplicatia 2.6.7. Fie variabilele aleatoare independente:

3X-2Y;
-2 -1

X1 1
10 5

ce?

0 1 2
2 1 1

5 10 5

-

0
1

1

12 12 2 6 12 12
a) Calculati E(X), E(X?), Var(X), E(Y), E(Y?) si Var(Y);
b) Care dintre urmatoarele marimi pot fi calculate si care nu si de

2 3
111

4 5
1 1

E(2X+3Y); Var(2X+3Y); E(X*+Y); Var(X?+Y);
E(X?+Y?); Var(X*+Y?); E(XY).
C) Calculati marimile de la punctul b) pentru care rdaspunsul este

favorabil.

Aplicatia 2.6.8. Sa se determine, in fiecare caz, variabila aleatoare X si apoi sa
se calculeze E(X) si Var(X).

X

a) X :(p:xj,XEN,p>0,q>O, b) X Z{%b},XEN,a>O,b>O

¢ X :( X], xe[0,1], aeR, d) X :(
ax
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e) X :( ;(X],aER,XER, f) X :( X ],XER,
e p(X)

ax ,xel0]]
2.2
p(x)= aTX X € [1,2], aeR
0 ,n rest

0 1
Aplicatia 2.6.9. Fie variabilele aleatoare discrete: X:{l 2} §i
3 3

0 1 2
Y:{l 1 1}. Daca P(X=0Y=0)=4 s P(X=LY :1):1, sa se
A 5 2 3
6 2 3
determine repartitia comund a vectorului aleatoriu (X,Y) in functie de 1 eR.
Calculati apoi coeficientul de corelatie r(X,Y) si precizati daca exista valori

ale lui A pentru care X si Y sa fie independente.

Aplicatia 2.6.10. Fie (X,Y)un vector aleatoriu continuu cu densitatea de

a(xy? +x%y) ,(x 1,2]x[2,3
repartitie p(x.)=| 20V XY LGy el2]23])
P 0 n rest
a) Determinati densitatea de repartitie p(X,Y) si densitdtile de
repartitie marginale corespunzatoare py (X) si p,(Y);
b) Calculati coeficientul de corelatie r(X,Y).

Aplicatia 2.6.11. Calculati functia caracteristica si functia generatoare de
momente pentru fiecare dintre variabilele aleatoare:

1 2 3 -2 -1 0 1 2
ax:1 1 1lpx:|l L 21 1]
5 5 5

6 3 2 10 10
X X
c) X :(3X2],XG[0,1], d) X :(xe‘xj’ x>0

si apoi verificati daca momentele obtinute pe cale directa coincid cu cele
obtinute cu ajutorul acestor functii.

Aplicatia 2.6.12. Verificati daca functiile urmatoare definesc repartitii ale unor
variabile aleatoare discrete si apoi calculati E(X) si Var(X) pentru fiecare dintre
ele.

k 1
UN0) K eN,O>1,b) P(K)=—1 ¢ 7 keN,0>0,

k! 0% -k!
c) P(k)=0*(1-6)"ke{01},0<0 <1
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Capitolul 3

Legi clasice de probabilitate (repartitii) ale
variabilelor aleatoare discrete

Introducere

Vom prezenta in acest capitol principalele legi de probabilitate ale
variabilelor aleatoare discrete, si anume: legea discreta uniforma, legea
binomialad si cazul sau particular legea Bernoulli, legea binomiala cu exponent
negativ si cazul particular legea geometricd, legea hipergeometrica si legea
Poisson (legea evenimentelor rare).

3.1. Legea discreta uniforma
Definitia 3.1.1. Variabila aleatoare discreta X urmeaza legea discretdi

uniformd daca are tabloul repartitiei

X :(Xl Xo oo ] unde p, :l, k=12,.n, neN". (3.1.1)
Py P2 Py n

Vom mai spune ca variabila aleatoare X datd de formula (3.1.1) are o
repartitie discreta uniforma.
Din tabloul repartitiei variabilei aleatoare X se observa ca

Sp=3ia1

k=L k= N

Teorema 3.1.2. Daca variabila aleatoare X are repartitie discretd uniforma cu
tabloul repartitiei (3.1.1), atunci valoarea medie si dispersia sa sunt

E(X)== ZXk, Var(X)_nZ (ZXk]. (3.1.2)

k=1

Demonstratie
Din formulele de calcul ale mediei si dispersiei obtinem
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1 1
E(X)= zxkpk zxk —H X

n

Var(X) = E(X*)~[E(X)T = 25 p, - {”x ]

et -2 e

n = n
g.e.d.

Observatia 3.1.3. Deoarece Var(X) >0, din relatia a doua (3.1.2) avem

n n 2
ny x> (Z X, ] ,
k=1 k=1

relatie utila in diverse aplicatii practice, si care rezulta direct §i din inegalitatea
lui Cauchy-Buniakovski-Schwarz.

Propozitia 3.1.4. Daca variabila aleatoare discreta X are repartitie uniforma
cu tabloul repartitiei (3.1.1), atunci functia sa caracteristica este

o(t) =%Ze‘t*k, teR. (3.1.3)
k=1

Demonstratie
Conform formulei de calcul pentru functia caracteristica, avem

n ) 1 n i
p(t)=> pe™ ==>e", VteR.ged.
k=1 N

Propeozitia 3.1.5. Daca variabila aleatoare discreta X are repartitie uniforma si
iavalorile x, =k, k=1,2,...,n, adica are tabloul repartitiei

1 2
X:ll
n n

=l

atunci
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n+1 n?-1
E(X)_? Var(X)_ o

Sinn—t i(n+1)t
o(t) = Zt e 2 , VteR, t=2kr, keZ; o(t)=1 t=2kz, keZ.
nsin —
2
Demonstratie

Din formulele (3.1.2), pentru x, =k, k=1,2,...,n, obtinem

E(X):lsz ZEZk :n_+11
Nz N\

Var(X):%gxf—niz(Zn: ] n;kz——(Zk]

k=1

_ 1 n(n+)@2n+1) 1 n*(n+1)* n’-1
n 6 n’ 4 12

Din formula (3.1.3), obtinem pentru functia caracteristica

it et ‘1—cosnt —isin nt

e" 1-e
t _ eltk —_ . _ —
o= n; n 1-e® n 1-cost—isint

, nt nt nt nt nt nt
. B = sin COS— +isin —
i 2sin? > 2isin > cosS ) et 2 ( 2 2]

Zsinzi—Zisin LcosL n sinL cos£+isinL
2 2 2 2 2 2

esin— nt sin nt (n+1)

—  i(n+1)t

= (cos( _1)t+isin (n—1)tj: 2 e 2 ,VteR, t#2kr, keZ,
nsin — 2 nsinE

pt)=1 t=2kr, keZ.
g.e.d.

3.2. Legea binomiala. Legea Bernoulli

Definitia 3.2.1. Variabila aleatoare discreta X urmeaza legea binomiald
(X are o repartitie binomiala) cu parametrii n si p (ne N, 0< p<1) daca ia
valorile 0,1,2,...,n cu probabilitatile
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P(X =k)=C!p“q"™*, k=0,12,...,n, (3.2.1)

unde g=1-p.
Tabloul repartitiei variabilei aleatoare X este

. 0 1 2 n
\Cyp°g" Cipg™t Clp*q™? .. CMp"q°)
Se observa ca ZC: p g :ZC: p" q" =(p+q)" =1.
k=0 k=0

Exemplul 3.2.2. Daca A, A,,....,A, sunt evenimente independente §i
P(A)=p,i1=L2,..,n, iar X reprezinta numarul evenimentelor care se

realizeaza Tn cadrul unei experienfe , atunci X are repartitie binomiala cu
parametrii n §i p (conform schemei lui Bernoulli).

Exemplul 3.2.3. Daca A este un eveniment legat de o anumita experientd si

probabilitatea ca Asa se produca cdnd efectuam o singurd data experienta este
P(A) = p, atunci variabila aleatoare care are ca valori numarul realizarilor lui

A cand efectuam de nori experienta are repartitie binomiala cu parametrii n §i

p.

Teorema 3.2.4. Daca variabila aleatoare X are repartitie binomiald cu
parametrii n §i p, atunci valoarea medie si dispersia sa sunt

E(X)=np, Var(X)=npq. (3.2.2)

Demonstratie
Valoare medie a variabilei aleatoare X este

E(X)=0-Cop’q" +1-Cypg"* +2-C;p*q"* +---+n-C,p"q° = > kC, p“q""
k=0

Pentru a calcula suma de mai sus vom considera polinomul

P(X)=(px+q)" =C’p"x"+Clp"*gx"* +---+C"*pq"*x+Cq"

_chnkknk chknkk
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Derivand polinomul de mai sus obtinem

P'(X) =np(px+q)" " =nC p"x"* +(n-1)C’p"'gx"?* +

3.2.3
+C:—1pqn—1+0.c zkc pk n-k kl ( )

Luand x =1 in relatia (3.2.3), obtinem Zka “q"* =np(p+q)"*, de unde

k=0
rezulta ca E(X)=np.
Pentru a calcula dispersia lui X vom folosi formula

Var(X) = E(X 2 -[E(X)]?.
Media variabilei X *este E(X?)=> k’C¥p*q"™*
k=0

Inmultim relatia (3.2.3) cu X si obtinem
1 An-1

XP'(x) = npx(px+q)"* =nC2p"x" + (n-1Clp"*gx"* +---C " pg"*x

+0.C zkc pk n—k k
Daca derivam relatia de mai sus deducem ca
P'(X)+XP"(X) =np(px+q)" " +n(n—1) p*x(px+q)"? zk Clprgrrx L.

Luand x =1in relatia de mai sus deducem ci E(X?)=np+n(n-1)p°.
Obtinem astfel dispersia lui X

Var(X)=np+n(n-1)p*-n?p® =np-np® = npaq.
g.e.d.

Propozitia 3.2.5. Daca A este modulul (valoarea cea mai probabila) a unei
variabile aleatoare X cu repartitie binomiala cu parametrii n i p, atunci

np—-q<A<np+p,

unde gq=1-p.
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Demonstratie
Daca A este modulul variabilei X atunci

P(X=A-1)<P(X=1), P(X=A+1)<P(X =2).

Inegalitatile de mai sus ne conduc la sistemul

q p
C:-lpz-lqn-/mscr:lpaqn—i n_—HSE A<np+p
=
Clj,+1p}.+1qn—ﬂ.—1£C: pﬂ.qn—ﬂ- p < q iznp—q,
A+l n-1
de unde rezultd concluzia propozitiei. g.e.d.

Propozitia 3.2.6. Daca variabila aleatoare X are repartitie binomiala cu
parametrii n §i p, atunci functia Sa caracteristica este

o(t)=(pe" +q)", teR (3.2.4)

Demonstratie
Conform formulei pentru functia caracteristica avem

ql)(t) — ZC: pkqn—keitk — ZC:(peit)kqn—k — (peit +q)n1 vt eR.
k=0 k=0
g.e.d.

Teorema 3.2.7. Daca variabilele independente X si Y au repartitii binomiale cu
parametrii n §i p, respectiv m §i p, atunci variabila X+Y are repartitie binomiala
cu parametrii m+n i p.

Demonstratie
Deoarece X ia valorile 0,1,...,n, iar Y ia valorile 0,1,...,m, rezultd ca variabila

X+Y wva lua wvalorile 01,...,n+m.Variabila X+Y are valoarea k
(ke {0,1,...,n+m}) daca (X=0 si Y=k) sau (X=1 si Y=k-1) sau ... sau (X=Kk si
Y=0). Atunci vom obtine
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P(X +Y:k):P(LkJ{X :j,Y:k—j}]:Zk:P(X =J,Y=k—])

=0

X K
ZZP(X =J)P(Y =k-1]) chnj qun_jC:]_j pk—qu—k+j
j=0

=0

k . .
— pkqm+n—kzcr:crl:]—j :C:H.n pkqm+n—k.
j=0

Am folosit mai sus faptul cd evenimentele X si Y sunt independente, si de

k
asemenea am utilizat formula » C!C; ' =Cy

m+n ?
j=0

coeficientul lui x* din dezvoltarile (1+x)"(1+x)™ si (L+x)™™.
Deci am obtinut

care poate fi dedusa egaland

P(X +Y =k)=Ck p“q™"*, Vvk=01...,n+m,

adica variabila X+Y are o repartitie binomiala cu parametrii m+n sip.

Concluzia teoremei mai poate fi obtinuta folosind proprietatea de la functii
caracteristice care spune ca functia caracteristicd a sumei a doud variabile
aleatoare independente cu functiile caracteristice ¢, (t) si @,(t),t R, are forma
o) =, (t)p, (), teR. Astfel folosind relatia (3.2.4) deducem ca functia
caracteristicd a variabilei X+Y este

m+

ot) = (pe" +q) (pe' +q)" =(pe" +q)"", vteR.

Din expresia de mai sus a functiei € tragem concluzia ca variabila aleatoare X+Y
are repartitie binomiald cu parametrii m-+n si p. g.e.d.

Teorema 3.2.8. (Bernoulli) Un eveniment are probabilitatea de realizare p
atunci cdand facem o singura data experienta de care este legat. Daca o, este

numarul de realizari ale evenimentului cdnd repetam experienta de n ori,atunci

an
—t-p
n

lim P( > g] =0, (3.2.5)

oricare ar fie > 0.

Demonstratie
Variabila aleatoare o, care are ca valori numarul de realizari ale evenimentului

din problema are repartitie binomialad cu parametrii n §i p. Conform Teoremei
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3.2.2avem E(a,)=npsi Var(a,) =npg.Variabila aleatoare % va avea atunci
n

valoarea medie, dispersia si abaterea medie patratica

sz[ﬂjzlE(aa:@:p,
n n n

Var(ﬂ]:%Var(an):ﬂ, Oy = il
n n n n

. . . . e O
Vom folosi acum Inegalitatea lui Cebasev pentru variabila —si a=¢.
n

Obtinem
2
a, o Pq
Pl—-p|z2¢|<—= :

( n P ] g ng’

Deoarece lim p_qz =0, din inegalitatea de mai sus rezulta inegalitatea (3.2.5).
n—oo ng

g.e.d.

Observatia 3.2.9. O imbunatatire a inegalitatii (3.2.5) este data de teorema lui
Borel, care spune ca in conditiile Teoremei 3.2.8 are loc relatia

P[ﬂ BN p] 1.
n

Aplicatia 3.2.10. In cadrul unei experiente evenimentele independente
ALA,,...A, au probabilitatile de realizare P(A)=0p,, k=12,...,n. Sa se

calculeze valoarea medie si dispersia numarului de evenimente care se
realizeaza atunci cand experienta are loc.

Rezolvare

Sa notam cu X variabila aleatoare care are ca valori numarul de
evenimente care se realizeaza in cadrul experientei. Valorile variabilei X sunt
0,1,2,...,n. Probabilitatea ca X sa ia valoarea k (k=0,1,2,...,n) este, conform

schemei lui Poisson (schema binomiald generalizati) coeficientul lui x*din
polinomul

Q(X):(p1X+Q1)(p2X+q2)"'(an+qn)1 (3-2-6)

unde g, =1-p,, i=12,...,n. Daca scriem desfasurat pe Q(X) sub forma
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Q(X)=a, +a,X+a,x* +---+a x", (3.2.7)

atunci tabloul repartitiei variabilei X este

01 2 - n
X :
8 & a -+ a,
Suma tuturor elementelor de pe linia a doua a tabloului de mai sus este 1. Tntr-
adevar

at+ta +---+a, :Q(l):(pl"'(h)(pz+q2)"'(pn +qn):1'

Valoarea medie a variabilei X este E(X) = Zkak. Ideea de demonstratie a
k=0

teoremei este asemanatoare cu cea a Teoremei 3.2.4. Vom deriva polinomul Q,
scris sub cele doua forme de mai sus (3.2.6) s1(3.2.7). Derivand relatia (3.2.7)
obtinem

Q'(x) =a, +2a,Xx+3a,x* +...+na x" ", (3.2.8)

de unde rezulta

Q'() =a,+2a,+3a, +---+na, = Y _ka, =M (X).

k=1

Pe de alta parte parte, derivand relatia (3.2.6) obtinem

Q'(x)= le(ka+qk)+ sz(ka"'qk)""‘"" an(ka+qk)1 (3.2.9)

k=1 k=2 k=#n

iar pentru x =1 deducem Q'(})=p,+ p, +---+ p,. Rezulta ca

E(X):i Pe. (3.2.10)

n
Pentru a calcula dispersia, vom calcula mai intai E(X*) =) k’a,. Inmultim
k=0

relatia (3.2.8) cu X si obtinem

xQ'(X) = a,x+2a,x* +3a,x> +---+na, x".

77



Derivand egalitatea de mai sus rezultd

"X)+xQ"(X)=a, +2%a,x+3%a.x®+---+n%a x" .
1 2 3 n

Pentru x =1deducem din relatia de mai sus Q'(1) + Q" (1) = Zkzak. Deci
k=1

E(X)=Q+Q" M= p, +Q" ). (3:2.11)

Derivam acum relatia (3.2.9) pentru a determina Q"' (x) ; obtinem

Q”(X): p1|:p2H(ij+qj)+ psH(ij"‘q]')"'""" an(ij+qj)

j#1,2 j#1,3 j#Ln

+oeet p{pll_[(p,-X+q,-)+ P, [T(pyx+a)+-+p.y [J(pjx+4;) |

j#l,n j#2,n j#l,n-1

Pentru x =1 obtinem din relatia de mai sus

Q"M =P P+ P, P+ + P X P = BLE(X) = p, ]+ p,[E(X) - p,]

k=1 k=2 k=#n

+-4+ P [E(X) = p,1=E(X)(py+ P, +-+ P,) —(P{ + P; +---+ P;)
~[ECOF -3 bl

Din relatia (3.2.11) si din relatia de mai sus deducem ca
E(XZ):gpk+[E(X)]2—§pf. (3.2.12)
Folosind acum relatiile (3.2.10) s1 (3.2.12) rezulta ca dispersia lui X este
Var(X) =E(X*)-[E(X)I* = kzl‘, P +[E(X))’ —kZ:, pe ~[E(X)I°
S -2 P =R A p) = P
k1 k=1 k=1 k=1

O alta metoda mai simpla pentru calculul mediei si dispersiei variabilei X este
urmatoarea: sa notam cu X, variabila aleatoare care are ca valori pe 1 daca A, se
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realizeaza, sipe 0 dacd A, nu se realizeaza, pentru k =1,2,...,n. Tablourile de
repartitie pentru variabilele X, sunt

10
X, : ( ] k=12,...,n.
P i

Atunci numarul evenimentelor care se realizeaza este X = X, +---+ X, , deci
media sa va fi

E() = Y E(X) =Y.

Deoarece variabilele aleatoare X,, k=1,2,...,n sunt independente, atunci
dispersia varaibilei X va fi

Var(X) = >Var(X,) = S E(E) ~[EKF =X, — 1) = X it
g.e.d.

Pentru n=1legea binomiala este cunoscutd si sub numele de legea

Bernoulli cu parametrul p. Variabila aleatoare X care urmeaza legea Bernoulli
cu parametrul p admite doar doua valori posibile 0 si 1 cu probabilitatile de
realizare g=1-p si p, avand tabloul repartitiei

X_(o 1] q=1-p
g o) .

Valoarea medie si dispersia variabilei X sunt E(X) = psi Var(X) = pq.

O variabila aleatoare cu repartitie binomiala cu parametrii N g1 p datd de
Definitia 3.2.1 este suma a n variabile aleatoare independente cu repartitii
Bernoulli cu acelasi parametru p.

3.3. Legea binomiala cu exponent negativ. Legea geometrica
Definitia 3.3.1. Variabila aleatoare X urmeaza legea binomiald cu exponent

negativ (X are repartitie binomiala cu exponent negativ) cu parametrii m si p
(me N*, 0< p <1) daca ia valorile mm+1,m+2,... cu probabilitatile

P(X=k)=C'p"g*™, k=m, (3.3.1)
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unde g=1-p.

Tabloul repartitiei variabilei aleatoare X este

“ ( m m+1 m+2 ]
- Ccmiptg® Citp™g Coip'g’ '

m+1

Exemplul 3.3.2. O experienta se efectueaza pana la cea de-a m-a realizare a
unui eveniment A legat de ea. Daca probabilitatea acestui eveniment cdand se
face o singurda datd experienta este p, atunci numdrul X de efectuari ale
experientei este variabila aleatoare care are repartitie binomiala cu exponent
negativ cu parametrii m si p. Intr-adevar, evenimentul {X =k} se scrie ca

intersectia a doua evenimente: , in primele k-1 efectuari ale experientei
evenimentul A se produce de m-7 ori” si ,,in a k-a efectuare a experientei se
produce A”. Probabilitatea primului din aceste doua evenimente este

CMlp™*q*™, conform schemei lui Bernoulli, iar probabilitatea celui de-al
doilea este p. Deci

P(X=k)=pClp™ g™ =C'p"gd“™, k=m, m+1,...

Teorema 3.3.3. Daca variabila aleatoare X are repartitie binomiala cu exponent
negativ cu parametrii m §i p, atunci valoarea medie §i dispersia Sa sunt

E(X)=", Var(X)="9. (3.3.2)
p p

Demonstratie
Valoarea medie a variabilei aleatoare X este

E(X)=mC™" p"q° +(m+)C M p"q+(m+2)Cipmg? +---

m-1 m+1

- YKeripa
k=m

Pentru a calcula suma seriei de mai sus, pornim de la dezvoltarea in serie de
puteri a functiei (L—x)™" , si anume

m_ m(m+1) <2

(1—x)‘m:1+Ix+ o -, xe(-1)).

Pentru m e N " seria binomiald de mai sus se scrie sub forma
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(L=X) " =Cpy +Cox+Ch X" +---= > CX™, xe(-1)
k=m

Sau
A-x)"=Cl I +CIM'x+CIIx? +--- ZCkmka " xe(-1)). (3.3.3)

Folosind seria de mai sus (cu x=q), observém ca suma tuturor probabilitatilor
de pe linia a doua a tabloului repartitiei variabilei X este 1. Intr-adevar

m-1,m m m S m- m m —-m 1 B
ZC P = p" > Clg " = p"(L-a) :(F_%] =1
k=m

Numele repartitiei binomiale cu exponent negativ provine din observatia ca
termenii P(X =k)=C"'p"q*™, k>msunt termenii generali ai dezvoltirii

)

Relatia (3.3.3) se scrie echivalent astfel

X" R
(1 X)m :zck—llxk (334)
- k=m
Derivand relatia (3.3.4) obtinem
mx - S m—l kl
- X)m+1 =D kC; x € (-11). (3.3.5)
k=m

Pentru x=q din relatia (3.3.5) deducem
m+1 Zkam‘qu B (3.3.6)

Atunci valoarea medie a variabilei X este, folosind relatia (3.3.6)

S m m m m -m+ m- — m ma M m m
E(X)=) kClip"g“ " = 1ZkC gtz prgmt M

P P

Pentru a calcula dispersia variabilei X, vom calcula mai intai E(X?), si
anume
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E(X?)= Y K?CIA g ™ = png " Y KA
k=m k=m
Inmultim relatia (3.3.5) cu X si obtinem

S ml k
X', xe(=11).
k-1 ’
(1 X)m+1 kz
Prin derivarea relatiei de mai sus rezulta

m-1 o0
W = SKCIIX,  xe (1),
- k=m

Pentru x=q din relatia obtinutd deducem

zk Cm—l k1 _ m(m"'Q)

m+2

p

Rezulti atunci cid E(X?) este

oG m(m+ m(m+
E(X ) 1 q r(n+2 q): ( Zq)1

P P

iar dispersia varaibilei aleatoare X este

Var(X) = E(X?)~[E(X)f = 7 £M9_M__mg.

p p
g.e.d.

Propozitia 3.3.4. Daca variabila aleatoare X are repartitie binomiala cu
exponent negativ cu parametrii n si p, atunci functia sa caracteristica este

p(t) = ( p: ] teR. (3.3.7)

Demonstratie
Conform formulei pentru functia caracteristica avem
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Q)(t) — chzn_—llpmqk—meitk — pmeitm ZC:]__ll qeit)k—m
k=m k=m

it \™
=pme"™(1-ge") ™" :(1_p:eit] , VteR,

conform relatiei (3.3.3), care este adevarata si pentru numere complexe
xeC, |x|<1l g.e.d.

Pentru m=1 legea binomiald cu exponent negativ cu parametrul p se mai
numeste legea geometrica cu parametrul p. Tabloul repartitiei unei variabile
aleatoare X cu repartitie geometrica cu parametrul p este urmatorul

« - ( 1 2 3 ]
~p"g® p"g p"g® - )
unde g=1-p. Conform relatiilor (3.3.2) si (3.3.7) media, dispersia si functia
caracteristica ale lui X sunt

1 q pe"
E(X)==, Var(X)=—5, o(t)=———, teR.
(X) p (X) p’ oV 1-qge" ©

3.4. Legea hipergeometrica

Definitia 3.4.1. Variabila aleatoare X urmeaza legea hipergeometrica (X are
repartitie hipergeometricd) cu parametrii a, b si n (a,b,ne N", n<a+b) daca
poate lua orice valoare intreaga intre max(0,n—Db)si min(n,a) si

cicr

P(X =k)= , Vk €[max(0,n—Db),min(n,a)]. (3.4.1)

n
a+b

Pentru calculul mediei si dispersiei variabilei aleatoare X cu repartitie
hipergeometricd vom presupune fara a restrange generalitatea problemei ca
n<bsi n<a, deci max(0,n—b) =0 si min(n,a)=n. Atunci tabloul repartitiei
variabilei X este

0 1 2 ... N
X1 |GGy C.Cyt CGy” C.Cy |
C{:+b C{:+b C{:+b C{:+b
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Se observa ca suma probabilitatilor de pe linia a doua a tabloului de mai sus este
1. Intr-adevar avem

n Ckcn—k 1 n
P R A
k=0 Ca+b a+b k=0 Ca+b

Exemplul 3.4.2. Daca dintr-o urna care contine a bile albe si b bile negre se
extrag n bile una cate una, fara intoarcerea bilei extrase in urna (sau se extrag n
bile simultan), iar X este numarul de bile albe extrase, atunci X are repartitie
hipergeometrica cu parametrii a, b si n, conform schemei hipergeometrice
(schema bilei neintoarse).

Teorema 3.4.3. Daca variabila aleatoare X are repartitie hipergeometrica cu
parametrii a, bsi n, cu n<bsi n<a, atunci valoarea medie §i dispersia sa

sunt

E(X)=ap, Var(X):npanr—b_n, (3.4.2)
a+b-1
b
Lnde p_a+b’ a=1- P b

Demonstratie
Valoarea medie a variabilei aleatoare X este

n-k n
£ =SS -2 Segpt - 2 ont - Mg

n _
k=0 Ca+b a+h k=1 Ca+b a+b

Pentru calculul dispersiei, vom calcula mai intii media variabilei X *; avem

n-k n n-k n n-k
E(X%) = zsz Gy Zk(k H—=2—=— C Zk CaCy
a+b a+ a+b
_ a(an—l)zC: 201 L E(X) = a(a-— 1)Ca+b_2 Loan an(a-1)(n-1)
Chp & Cis a+b (a+b)(a+b-1)
an
a+h’

Deci dispersia lui X este
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an(a-1)(n-1) Lan a’n?
(a+b)(a+b-1) a+b (a+b)?
_abn(a+b-n) a+b-n
“(a+b)’(a+b-1) " a+b-1’

Var(X)=E(X?*)-[E(X)]’ =

Folosind modelul urnei din Exemplul 3.4.2, valoarea medie a variabilei X
din problema se poate calcula si in felul urmator. Consideram o urnd cu a bile
albe si b bile negre din care se extrag una cate una n bile (fara intoarcerea bilei in
urnd) si consideram variabilele aleatoare X, , pentru k=1,2,...,n, unde variabila

X, (k=12,...,n) are ca valori numarul de bile albe obtinute la extragerea k (1
dacd obtinem bila alba si 0 daca obtinem bild neagra). Pentru X, ,avem

a b
P(X,=1)=——, P(X,=0)=—-.
(X, =1) a+b (X, =0) a+b
1 0
Deci tabloul repartitiei variabilei X, este X, : a b | Pentru variabila
a+b a+b

X ,obtinem (in urna au ramas a-+b-1 bile)

P(X,=1)=P(X, =1/ X, =1)P(X, =1)+ P(X, =1/ X, =0)P(X, =0)
_a-1 a Loa b _ a(a+b-1) _a

a+b-1 a+b a+b-1 a+b (a+b-1)(a+b)) a+b’
P(X,=0)=P(X,=0/X, =1)P(X, =1)+P(X, =0/ X, =0)P(X, =0)
__ b a N b-1 b _ b@a+b-1) b

a+b-1 a+b a+b-1 a+b (a+b)(a+b-1) a+b

1 0
Deci tabloul repartitiei variabilei X,este X, : a b | Pentru variabila
a+b a+b

X, avem (in urna au ramas a-+b-2 bile)

P(X;=1)=P(X, =1/ X,=1)P(X, =1)+P(X, =1/ X, =0)P(X, =0)
=[P((X; =1/ X,=D)/X,=)P(X; =) +P((X; =1/ X, =1/ X, =
=0)P(X, =0)]P(X, =) +[P((X, =1/ X, =0)/ X, =)P(X, =)+
+P((X; =1/ X, =0)/ X, =0)P(X, =0)]JP(X, =0)
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:(az.a+a1.b]a+(a1.a

at+tbh-2 a+b a+b-2 a+bj/a+b (a+b-2 a+b

LA b ] b :(a—Z)a2+2(a—1)ab+ab2
a+b-2 a+bj/a+b (a+b-2)(a+b)?

_a(a+b)@a+b-2) a

~(a+b-2)(a+b)®> a+b’

Asemanator se aratad céP(X3:0):Lb(:1—P(X3:1)). Deci tabloul
a+

1 0
repartitiei variabilei X, este X, : a b
a+b a+b

Se arata in acelasi mod ca toate variabilele X, , k=1,2,...,n au acelasi tablou

1 0
de repartitie X, : a b |, k=L2,...,n, (desi ele sunt variabile
a+b a+b

dependente).

Cu ajutorul variabilelor X, , k=1,2,...,n, variabila X se scrie X = z X
k=1
deci media variabilei X este

Loa  nha
k1a+b a+b

E(X)= ZE(X )= =np.

n
Pentru dispersie nu mai putem scrie ca Var(X)este egala cu ZVar(Xk),
k=1

deoarece variabilele X, , k=1,2,...,n nu sunt independente. g.e.d.

3.5. Legea Poisson (legea evenimentelor rare)

Definitia 3.5.1. Variabila aleatoare X urmeaza legea Poisson (X are repartitie
Poisson) cu parametrul A (A4 > 0) daca poate lua orice valoare intreaga pozitiva

Si

k
P(X = k)—%e k=0,12,... (3.5.1)
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Tabloul repartitiei variabilei X este

0 1 2 k
X j‘—oe"1 ile"1 ize“ ike“
o 1 2! k!

Pentru a verifica ca suma probabilitatilor de pe linia a doua a tabloului de mai
sus este 1, vom folosi dezvoltarea in serie de puteri a functiei f(X)=e",
si anume

:1+%+X—+---+X—+---, vVXxeR. (3.5.2)
Folosind relatia (3.5.2) pentru x =41, avem

0 0 /Ik
Yy e AN Ak
kZ:(;P(X_k)_e g;‘k!_e e’ =1.

Teorema 3.5.2. Daca variabila aleatoare X are repartitie Poisson cu
parametrul A, atunci valoarea medie i dispersia sa sunt

E(X)=4, Var(X)=A. (3.5.3)

Demonstratie
Valoarea medie a variabilei X este

0 /Ik_l -

= e
= (k-1)!

0 k
E(X)= Zk)“—e"l =Je
o k!
Pentru dispersie, calculim mai intdi media variabilei X *. Obtinem

EX) =Sk et S — 102 e-uik”“—ke-ﬂ —ik(k—l)”‘—ke*
( )_kZ:(; F _é( B )F o k! _k:2 k!

) }’oo /Ik—Z
+E(X)=A%¢"
) kZ:Z:(k_Z)!

+E(X)=Ae"e" +1=2*+A.
Atunci dispersia lui X este
Var(X)=E(X?*)-[E(X)]? =2 +A-A* = A.q.e.d.
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Propozitia 3.5.3. Daca variabila aleatoare X are repartitie Poisson cu
parametrul A, atunci functia sa caracteristica este

o) =e*" D teR. (3.5.4)

Demonstratie
Folosind formula de calcul de la functia caracteristicd, avem

k

o A otk ) otk S (ﬁ«eit)k _e ek —plE" 2]
o(t) kzz;‘k! =e Z ; o ce e = VteR.

g.e.d.

Teorema 3.5.4. Variabilele aleatoare independente X, si X,au repartitii
Poisson cu parametrii A, §i respectiv 1, . Atunci variabila aleatoare X, + X,
are repartitie Poisson cu parametrul A, + A, .

Demonstratie
Variabila aleatoare X, + X,are ca valori pe 0,1,2,... Fie k>0intreg.

Atunci avem
k
k . . . .
P(X1+ Xz = k) = P(Uj_o(xl =1 Xz =k - J)):ZP(Xl =1 Xz =k - J)

All ) Akl ot e—(ﬂwlz kKo o
_ZP(X HP(X, =k—j)= Z sy > Gl
j=0 J ) j=0
:(21"'12) (1)
k! '
Deducem astfel ca variabila aleatoare X, + X,are repartitie Poisson cu

parametrul A, + 4, . Folosind functiile caracteristice ale variabilelor X, , X,,
exprimate cu ajutorul formulei (3.5.4), si anume

(k=)

P, M) =D o (t)=e*"V teR, deducem ci functia caracteristici a
variabilei X, + X, este
o(t) =, (Do, (t) = el D gD _ ewaz)(e“—l), Vt e R,

Din expresia de mai sus a functiei caracteristice rezulta ca variabila X, + X, are
repartitie Poisson cu parametrul A, + 4, . g.e.d.

Legatura dintre repartitia binomiald §i repartitia Poisson este datd de
urmdtoarea teorema.

88



Teorema 3.5.5. Fie k e N fixat, iar pentru n >k consideram variabilele X ,care
au repartitii binomiale cu parametrii n §i P, , astfel incdt toate sa aiba aceeasi
valoare medie A. Atunci are loc relatia

k
limP(X, =k) :l—e“ :

lim ; (3.5.5)

Rezolvare

Deoarece variabilele X, n>kau aceeasi valoare medie A, deducem
conform primei relatii din (3.5.3) ca valoarea medie a acestor variabile este
E(X,)=np,=A. Deci p, =A/n. Atunci obtinem

k n-k
lim P(X., k) = lim C*p*q™ = fim "(" ‘1)"I'(f” —k+l) (%j (1—%]

k —_ DY —_ n_k k
i MO (KD 1—ij e
K1 n—ee n n—>o n k!

adica relatia (3.5.5). g.e.d.

Observatia 3.5.6. Relatia (3.5.5) ne arata ca daca p,este suficient de mic si n

suficient de mare, atunci putem aproxima repartitia binomiala cu parametrii n si
p,, prin repartitia Poisson de parametru A =np, . Din acest motiv repartitia

Poisson se mai numeste legea evenimentelor rare. Daca n>30si np <5 atunci
repartitia Poisson cu parametrul A =npeste o bund aproximare a repartitiei
binomiale cu parametrii n si p.

Aplicatia 3.5.7. Sa se calculeze momentele initialem,(X) sim,(X), precum si
momentele centrate w,(X) si w,(X) pentru o variabila aleatoare X cu
repartitie Poisson cu parametrul A.

Rezolvare
Din demonstratia teoremei 3.5.2 stim ca m(X)=E(X)=4, iar
m,(X)=E(X?) =A% +1. Momentul initial de ordinul al treilea al variabilei X
0 /Ik
este my(X)=E(X®) = stﬁe“ :
k=0 :

Deoarece k® =k(k —1)(k —2) +3k(k —1) + k, vom scrie pe m,(X) astfel
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m, (X) = ik(k _1)(k —2)£e"1 +3i k(k —1)£e"1 +ik%e-ﬂ

_13 -2 2 -2 —i _13 -2 A
z(k 3)' z(k 2)' z(k -1!
+3%e et + e et = A2 +30% + 1.

Apoi momentul centrat de ordinul al treilea este

p;(X) = E(X =A)} = E(X®-3AX 2+ 342X - A*) = E(X*)-3AE(X?)
+3VE(X) = A =m, =3Am, +3A4°m, - A° = ° + 3% + 1 —3A(4* + 1)
+33° -2 =1,

Pentru momentul initial de ordinul al patrulea avem
® 4

m,(X)=E(X*)=>k* %e"l .Deoarece
k=0 -

=k(k -1 (k —2)(k —3) +6k(k —1)(k —2) + 7k (k —1) + k, momentul m,(X) se
scrie astfel

m, (X) = Y k(k-1)(k -2)(k —3)A—ke-i +6§:k(k _1)(k —2)%@1
~ /Ik -2 ~ /Ik 4. -1 3.4 ~ /Ik_s
+7Zk(k—1)—e +Zk—.e =2'e Z(k 4)| 6% Z(k 3

24 —ﬂ. 4—).). 3—).). 2—).).
+72% z(k 2)' z(k 1)| e’ +6.1% +71%

+re et = A6 3 +TA2 + A

Apoi momentul centrat de ordinul al patrulea este

1, (X)=E(X =A)* =E(X* —4AX3 + 622 X? 42X + 1) = E(X ")
—4QE(X )+ B E(X?)—4LE(X) + A" =m, —4Am, +6A°m, —42°m, + 2*
=B+ TR+ A —4AA +322 + ) +6A% (A2 + 1) 42" + A =312 + 1.
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Capitolul 4

Legi clasice de probabilitate (repartitii) ale
variabilelor aleatoare continue

Introducere

Vom prezenta in acest capitol principalele legi de probabilitate ale
variabilelor aleatoare continue, si anume: legea continua uniforma (rectangulara),
legea normala (Gauss-Laplace), legea log-normala, legea gamma, legea beta,

legea y?(Helmert-Pearson), legea Student (t) si cazul sidu particular legea

Cauchy, legea Snedecor si legea Fisher, legea Weibull si cazul sau particular
legea exponentiala.

4.1. Legea continua uniforma (rectangulara)

Definitia 4.1.1. Variabila aleatoare X urmeaza legea continud uniformd
(rectangulard) (X are repartitie uniforma) Ccu  parametrii = usi
o (1 e R, w>0)daca densitatea sa de probabilitate (repartitie) este functia

’ 21 2 ’
f(X): (0]

0, Xe(—oo,u—%jU(u+%,ooj.

Observam ca functia f este o densitate de probabilitate, deoarece
f(x)>0, VxeR, si

(4.1.1)

+2
p 1
we
2

. ey
j_wf(x)dx=j:_§5dx=%

Functia de repartitie a variabilei X este
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(0]
0, X — 00, A
e( a 2}
1 0] 0] 0]
FOX)=<=|x—u+—1, X —— U+, 4.1.2
(x) w[ 7 2} e(u M 2} (4.1.2)
w
1, X +—,0 |.
e(“ 2 ]

Graficele functiilor f si F sunt date in Figura 4.1.1 si respectiv Figura 4.1.2.

AY Ay

A————— L

Figura4.1.1 Figura 4.1.2

Teorema 4.1.2. Daca variabila aleatoare X are repartitie uniformd cu
parametrii u si @, atunci valoarea medie si dispersia sa sunt

2

E(X) =y, Var(X):%. (4.1.3)

Demonstratie
Valoarea medie a variabilei X este

E(X) =[x (x)olx:j"?%lx:ix2 2oy,
o = @ 20 p

iar dispersia sa este

2

. 2 1 1
Var(X) = [ (x-p)* f(x)dx = j:zz (X — p)? —dx :Q(X_“)S o

g.e.d.

W2

wy, O
[0

)

2

Propozitia 4.1.3. Functia caracteristica a unei variabile aleatoare X CU
repartitie uniforma cu parametrii | §i @ este
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(4.1.4)

Demonstratie
Pentru t # 0, avem

o(t) = je‘“f(x)dx:-j Ze"xdx L i

iar p(0)=[ f(x)dx=1. g.ed.

Aplicatia 4.1.4. Sa se calculeze momentele m,(X), my(X) si uy(X) pentru o
variabila aleatoare X cu repartitie uniforma cu parametrii u si .

Rezolvare
Momentul initial de ordinul al doilea este

3

m,(X) =] x*f (x)dx = j xdx_ =X

1
3w
3 3 2

(0] 1 2 w 2, O
—u——1| |=—3 +— = +—.
(“ 2” 360(“‘" 4] ST

Apoi momentul initial de ordinul al treilea este

#% 1 ( a)]3
© A __ ‘Ll+—
#—5 3(0 2

mS(X)zﬁxsf(x)dXZKE dx_% x*
2

#+§ 1 ( (0]4
0 — 4 H +—
Y 4o 2

4 2
w 1 3 3 3 U®
—lu——=1 |[=—(@4 + =u’+ :
(/,t 2]:] 4(/1(0 Uw’) = pu 2

iar momentul centrat de ordinul al treilea este

00 = [ (0= £ éx= [ 2 (=) b= (x- )]
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Aplicatia 4.1.5. Variabilele aleatoare X si Y sunt independente. X are repartitie
uniforma pe intervalul [0,1], iar Y are repartitie uniforma pe intervalul [0,2]. Sa
se calculeze densitatea de probabilitate a variabilei X+Y.

Rezolvare
Daca f, si f,sunt densitatile de probabilitate ale variabilelor aleatoare X

si respectiv Y, atunci f f(x)dx=1 si j_w f,(x)dx =1. Deducem din aceste

relatii cd parametrii variabilei X sunt o, =1 si 1, =5 iar parametrii variabilei Y

sunt @, =2si u, =1. Atunci densitatile de probabilitate vor avea forma

f(x):{l, celodl, o % xe[0,2],
1 0, xe[0]], 2 0, xe[0.2]

Deoarece X si Y sunt independente, densitatea de probabilitate a variabilei
X+Y este data de formula

F00=[" f.(x=y)f,(y)dy.

Observam ca f,(x—y) =0 pentru x—y €[0,1] sau echivalent y e[x—-1x], iar
f,(y) #0pentru y €[0,2]. Deci f,(x—y)f,(y)=0pentru y e[x-1,x]N[0,2].
Avem urmatoarele patru cazuri:

a) Daca x¢[0,3], atunci [x—1,x](1[0,2] = ®, deci f(x)=0.
b) Daca x€[0,1), atunci [x—1,x]([0,2] =[0, x] si

X x1 X
f(9=[ fx=y)f(ndy=[~dy=—".
c) Daca x€[1,2),atunci [x—1,x]N[0,2] =[x-1X] si
X X 1 1
=] L=y hndy=[ —dy=—.
d) Daca x e[2,3],atunci [x—1,x]N[0,2] =[x-1,2] si

2 2 1 3-X
f0=[ - hdy=[ ~dy="=-.
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Deci densitatea de probabilitate a variabilei X+Y este functia

x/2, xe[0,),
£(x) = 1/2, x €[1,2),
(B-x)/2, xe[23],
0, x ¢[0,3].

4.2. Legea normala (Gauss-Laplace). Legea normala standard
(legea normala centrata redusa)

Definitia 4.2.1. Variabila aleatoare X urmeaza legea normala (Gauss-Laplace)
(X are repartitie normala) cu parametrii msi o (me R, o > 0) daca densitatea
sa de probabilitate (repartitie) este functia

_(x-m)?

e 2, VxeR (4.2.1)

1
f(x;m,o) =
o 2rx
O variabila aleatoare cu repartitie normala cu parametrii msi o se noteaza
cu N(m,c?).

Functia f de mai sus se numeste densitatea de repartitie normala sau
gaussianda. Observam ca f este o densitate de probabilitate, deoarece

f(x)>0, VxeR si j O (x)dx =1. Intr-adevar, pentru a verifica ultima relatie,
X—m
o2

dx=o0+2dy. Daci X —>—watunci y — —oo, iar dacd X —>ooatunci y —» o.
Obtinem astfel

in integrala de mai sus facem schimbarea de variabila =Y. Rezulta ca

[ foax :%ﬁe-v? dy:%fe‘yz dy =1.

Am folosit mai sus integrala lui Euler-Poisson | e dy =z /2.
R y

Graficul functiei f are forma de clopot (vezi Figura 4.2.1). Dreapta de
ecuatie X =Mmeste axd de simetrie pentru acest grafic, iar pentru X = mse obtine

1
o2

valoarea maxima a functiei f, si anume . Punctele x=m-osi x=m+o

sunt puncte de inflexiune.
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Figura4.2.1

Pentru m=0sioc =1 functia f data de relatia (4.2.1) devine

f(x;0,1) :Le‘?, x eR. (4.2.2)

NP2

Vom spune despre o variabild aleatoare X care are ca densitate de
probabilitate functia (4.2.2) cd urmeaza legea normala standard sau legea
normala centrata redusa.

Pentru a determina functia de repartitic F(x;m,o)a unei variabile aleatoare

X cu repartitie normala cu parametrii msi o, vom determina mai intai functia de

repartitie pentru o variabild aleatoare cu repartitie normala standard, notata cu
F(x;0,1) si numita functia de repartitic normala standard. Conform relatiei de

legatura dintre f i F, avem

F(x;0,1) = j_xw f(t;0,1)dt = j‘; f (t;0,1)dt + jox f (t;0,1)dt :%+®(x), (4.2.3)

unde ®(x)= 2 gt Functia ®de mai sus se numeste functia

1 X
—e
N2m P
integrala a lui Laplace, pentru valorile careia sunt intocmite tabele.

Daca variabila aleatoare X urmeazd legea normald cu parametrii m si

L 1 - - ..
o, atunci variabila aleatoare Y = —(X —m) urmeaza legea normala cu parametrii
o}

0 si 1. Intr-adevir, daci F, este functia de repartitie a variabilei Y, atunci
F(X)=P(Y <x)=P(X £m+ox)=F(m+ox;m,o0), (4.2.4)

iar densitatea de probabilitate a variabilei Y este
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f(x)=F(X)=c f(m+crx;m,c7):ie‘xz’2 = f(x;0,1), VxeR.

Jor

Deci F,(x)=F(x;0,1), xe R, adicd variabila Y urmeaza legea normald cu
parametrii O i 1. Din ultima relatie si relatia (4.2.4) obtinem

F(x;0,)=F(m+ox;m,0), xXeR. (4.2.5)

Rezulta astfel cd pentru variabila aleatoare X cu repartitie normald cu
parametrii msi o, functia de repartitie este

F(x;m,a):F(X;m;0,1]:%+®(x_m]. (4.2.6)

o

Teorema 4.2.2. Daca variabila aleatoare X are repartitie normala cu parametrii
msi o, atunci valoarea medie §i dispersia sa sunt

E(X)=m, Var(X)=c". (4.2.7)

Demonstratie
Valoarea medie a variabilei aleatoare X este

(x-m)?
o0 1 0 - 2
E(X)=| xf(x;m,o)dx= xe 29 dx.
J.—oo o 277: J.—oo
. . . .. X—M
In integrala de mai sus vom face schimbarea de variabila =Yy, de unde
c

rezultd dx =o dy; pentru X - —oorezulta y — —oo, iar pentru x — oorezulta
y — . Deci obtinem
V26 dy = e/ dy

1 o o
E(X)sz_w(owm)e ﬁj_wy

m 00 2 00
+——| eV 2dy=m| f(y;0,1)dy=m.
o [ y=m[ f(y;0,Ddy

Dispersia variabilei X este

(x=m)?

" 2 - 1 * 24 202
Var(X) = (x-m) f(x,m,@dx:mj_w(x—m) e dx.
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Folosind schimbarea de variabila de mai sus, obtinem

1 o 2 o’ (= 2
Var(X) = olyleV Pody = — 2g7y7i2g
(X) [ oy V=T [y y

oN2r
) %r; y(ye_yzm ) dy = _%ﬁ y(e_yzlzj dy = —% ye |7,
+%ﬁ€yz’2 dy=o"
Deducem de aici ca abaterea medie patratica a variabilei X este o, =o. g.e.d.

Propozitia 4.2.3. Daca variabila aleatoare X are repartitie normala cu
parametrii msi o, atunci functia sa caracteristica este

. ot?

ot)=e 2, teR.

(4.2.8)

Demonstratie
Functia caracteristica a variabilei X este

1 _(x-m)? 1 _x?-2mx+m*-257itx
@(t)zj e™f(x)dx = > j e™.e 2" dx= > je 20° dx
e o2 " oN2m "
1 x2—2x(m+olit)+(m+clit)2+m?  (m+olit)?
= roe 20° e 2 dx
oN2m ™
1 m?+o %% +2mito? —m? [x—=(m+a?it)]?
= e 20° je 20 dx, teR.
o2 —

X —(m+ o ?it)

Folosind schimbarea de variabila =U, obtinem
o2

2,2 2,2

o(t) :%e'mt_zjie‘“z du=e 2, VteR.ged.

Propozitia 4.2.4. Daca variabila aleatoare X are repartitie normala cu
parametrii mgi o,iar a, b, ke R, k>0, atunci

a) P(a<X <b) :q)(b—_m]_q)(a—m]; (4.2.9)

o) o)

b) P( X —ml< ko) =2d(K). (4.2.10)
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Demonstratie
a) Din relatia (4.2.6) si continuitatea functiei F deducem ca

ecnco=rmor-rano 3o 1o 5]

o)) G

b) Conform relatiei (4.2.9) obtinem

P(| X —-m|<ko)=P(m—-ko < X <m+ko) =®(k)—D(-k) =2D(k),
deoarece functia ® este impara (O(—k) =—-d(k)). g.e.d.
Observatia 4.2.5. Daca luam k =3 in relatia (4.2.10) rezulta

P(| X —m|<30)=2d(3) = 0,9974. (4.2.11)
Relatia (4.2.11) ne spune ca aproape toate valorile variabilei X sunt situate n
intervalul (m—3o,m+3c). Egalitatea din (4.2.11) este cunoscutd sub numele

de regula celor sase o .

Propozitia 4.2.6. Daca variabila aleatoare X are repartitie normala cu
parametrii msi o, atunci momentele sale centrate sunt

Hap1(X)=0, p,,(X)=@2p-Ylc?, VpeN’, (4.2.12)
unde (2p-1N=1-3-5---(2p-1).

Demonstratie
Momentul centrat de ordinul k este

_(xem)?

*© k . 1 *© _ k 252
w(X)=[" (x—m) f(x)dx_—aﬂj_w(x m)“e dx.  (4.2.13)

Obtinem astfel

pe(X)= [ f)dx=1 m(X)=[ (x-m)F(x)dx=0, u,(X)=Var(X)=0".
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Pentru k> 2, in integrala din relatia (4.2.13) vom face schimbarea de variabila

—n_ Y, de unde deducem ca dXzax/Edy; apoi pentru X — —oorezulta

X
o2

y — —o0, iar pentrux — oo rezulta y — oo. Obtinem atunci

N2) ey V2
u 00 =2 e oy = ey
(G'\/_) —1 - (U\/_) k— 2 -
- +(k-1 Y d
N 7+ k-1 j y y
2 (0N2) 7 ¢
= k- @ LB [yt ay = (Do,
Deci am dedus relatia de recurentd
u, (X)=(k-2)o’u,_,(X).Deoarece uy(X) =1, 1, (X)=0, din relatia de mai
sus rezulta relatiile (4.2.12). g.e.d.

Propozitia 4.2.7. Daca variabiele aleatoare indepedente X si Y au repartitii
normale cu parametrii m si o, respectiv m,si o,, atunci variabilele X+Y si

X-Y au repartitii normale cu parametrii m=m +m,si o =,c}+0,
respectiv m=m, —m, si o =+/c; +05 .

Demonstratie

Vom calcula mai intai densitétile de probabilitate pentru variabilele X+Y
si X-Y, pentru cazul particular m, =m, =0 si o, =0, =1. Dacéd notam cu f si ¢
densitatile de probabilitate ale variabilelor X si Y, atunci conform relatiei (4.2.2)
avem

f(x) =g(x) L e yxer.

V2r

Densitatea de probabilitate a variabilei X+Y este
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(X—Y)2 y 1 —[yz—xy+L]
- L 0 2
e d

o 1 (=
h(x)=| f(x- dy=—~1\_ e 2 .e 2dy=—
0)=[" fx-ygmdy=——[ y=o-, y
1 . _(y_gjz _LZ y—x/2=2 1 _ﬁ w2 1 _ﬁ
=—1| e e tdy = —e 4| e"dz=—e*
27 e d 21 L. 2m
1 :

Deducem astfel ca X+Y urmeaza si ea legea normald cu parametrii m=0si

o =+2.

Asemandtor pentru densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare X-Y
obtinem

0 1 o _(><+y)2 _yi 1 oo —[y2+xy+;]
k(x) = f(x+ dv = — e 2 g 2dy=—" e d
0)=[" fxrygmdy=——[ y=o1" y
1 —(y gjz _x y+x/2=1 X , RS
S lre ey YT Lot e e
27T - T —0 T

Rezulta ca X-Y urmeaza legea normala cu parametrii m=0si o = V2.
In cazul general al variabilelor X si Y cu repartitii normale cu parametrii m, si
o, , respectiv m, si o,, putem sa facem un calcul asemanator celui de sus, sau se

poate rationa mai simplu folosind functiile caracteristice ale variabilelor.
Conform relatiei (4.2.8) functiile caracteristice ale variabilelor X si Y sunt

Uft 2 . Uzzt2
Pl

o)=e 2, g )=e 2, VteR.

Atunci functia caracteristica a variabilei aleatoare X+Y este

iy empye oot

pt) =, () -0, () =€ 2| VteR.

Se observad cd ¢ este tocmai functia caracteristica corespunzdtoare legii normale

cu parametrii m=m, +m, si ¢ =,/o’ +07 .

Asemanator functia caracteristica a variabilei aleatoare X-Y este
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i(ml_mz)t_M

o) =0 (t)-0,(-t)=e 2 VYteR.

Se observd cd ¢ este functia caracteristicd corespunzitoare legii normale cu
parametrii m=m, —m, si ¢ =40’ +07. g.e.d.

Legea normald reprezintd ,,cazul limitd” al multor legi de probabilitate.
Astfel mentionam urmatorul rezultat de legdtura intre repartitia normald si
repartitia Poisson.

Teorema 4.2.8. Daca variabila aleatoare X, (4 >0) are repartitie Poisson cu

X, =4 ..
parametrul A, atunci functia de repartitie a variabilei aleatoare —* tinde

NG

catre functia de repartitie normala standard, pentru A — .

A

NG

In ipotezele Teoremei 4.2.8 se mai spune ci variabila aleatoare este

asimptotic normala.

Legatura dintre repartitia binomiald si repartitia normald este datd in
urmdtoarea teorema.

Teorema 4.2.9. (Moivre-Laplace) Daca variabila aleatoare X are repartitie

binomiala cu parametrii n si p (p nu depinde de n), iar X are repartitie normald
standard, atunci

limpla<X =M b= P(a< X <b)= 12 gy (4.2.14)

N> m

Teorema 4.2.9 ne spune ca pentru valori mari ale lui n putem folosi tabelele
legii normale pentru studiul variabilelor aleatoare cu repartitii binomiale. Pentru
n > 30, exista urmatoarea regula practica care ne permite sa aproximam repartitia

1 b
ELE

binomiald prin cea normala:

- Daca min (np,nq) > 10, atunci aproximarea este foarte buna.

- Daca min(np,nq) € (510), atunci aproximarea este acceptabild, daca nu

este nevoie de mare precizie.

- Daca min (np,nqg) <5, atunci nu se foloseste aceasta aproximare.

Teorema lui Moivre-Laplace este un caz particular al asa numitei Teorema
limita centrala, care spune cd functia de repartitie a unei sume de variabile
aleatoare independente tinde in conditii destul de generale catre functia de
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repartitie normald. De fapt, prin Teorema limitd centrala se intelege un grup de
teoreme care trateaza problema repartitiei limitd a sumelor de variabile aleatoare
(nu Tntotdeauna independente). Rezultatul cel mai general in cazul variabilelor
aleatoare independente este teorema lui Lindeberg-Fellar. In aplicatii este foarte
util un caz particular al acestei teoreme, prezentat mai jos.

Teorema 4.2.10. (Liapunov) Fie variabilele aleatoare independente

X., N>1cu mediile si dispersiile m_=E(X,), o’ =Var(X_ ), n>1, care au
momente centrate absolute de ordinul al treilea p> =E( X, -m_[*), n>1.
. n
Daca IIm%zo, unde O'(n):\/O'l2 +0)+-+0? §i
n—w o n

p(n) = 3\/p13 +ps+-+pd, atunci limF (x)=F(x;0,1), unde F, este functia

T 1 <
de repartitie a variabilei aleatoare X :—Z(Xk -m,).
o(n)ia

Aplicatia 4.2.11. Se arunca o moneda de 256 de ori. Care este probabilitatea ca
numarul de aparitii ale ,,stemei” sa fie cuprins intre 112 si 1447

Rezolvare

Sé notam cu X variabila aleatoare care are ca valori numarul de aparitii
ale ,stemei”, atunci cind se aruncad moneda de 256 de ori. Variabila X are
repartitia binomiala cu parametrii =256 si p=1/2 (probabilitatea ca la o aruncare
si apard ,stema”). In aceastd aplicatic trebuie si calculim P(112<X<144).

Deoarece E(X)=np=128, iar o, =./npg =8, atunci are loc relatia

P112< X <144) = P(—2< X _8128 < 2].

Vom folosi Teorema 4.2.9 (Moivre-Laplace) si vom aproxima repartitia
X —-128

Cu repartitia normald standard Y. Obtinem

P[— 2 X ‘8128 < 2] =P(-2<Y <2) =D(2) - D(-2) = 20 (2) = 0,95.

Aplicatia 4.2.12. De cdte ori trebuie sa aruncam un zar corect astfel incdt
probabilitatea ca abaterea frecventei relative a fetei 1 de la numdarul p=1/6 sa
fie cuprinsa intre -0,03 si 0,03, este 0,95.

Rezolvare
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Daca in n aruncari fata 1 apare de «, ori, vom determina pe n astfel incat
sa aiba loc relatia

P[— 0,03< “—n“— p< 0,03] ~0,95. (4.2.15)

Relatia (4.2.15) se mai poate scrie astfel

oosf]

0,95, gq=1-p :% (4.2.16)

0,03Vn
Jeg

(i)

Folosind relatiile (4.2.14) si (4.2.9) (cu m=0, o =1) pentru b=-a =

din relatia (4.2.16) deducem ca

20 90390 |05 - of O18YN ) 4og
Jrg N3

018/n) 1 _(018V/n
U)o 0388

Folosind un tabel cu valorile functiei @, rezultd ca 0,18\/ﬁ /\/E =1,96. Obtinem
n=5928. Deci trebuie sa aruncam zarul de 593 de ori pentru a fi verificata
relatia (4.2.15).

Aplicatia 4.2.13. O magina produce o piesa circulara. Piesa este buna daca
diametrul sau d este cuprins intre 3,99 cm si 4,01 cm. Care este probabilitatea
producerii unei piese defecte de catre magsina respectiva, stiind ca d are
repartitie normala cu media 4,002 cm si abaterea medie patratica 0,005 cm ?

Rezolvare
Conform formulei (4.2.9), probabilitatea ca o piesa sa fie buna este

P(399 < d <4,01) = o 2= -cp(a‘m]:q) 4,01-4002
o o) 0,005

~ CD( 399 -4,002

= ®(L6) - D(-2,4) = D(1,6) + P(2,4) = 0,937.
01005] (16) ~@(-2,4) = ®(L6) + D(2,4)

Rezulta atunci ca probabilitatea ca piesa sa fie defecta este 1-0,937=0,063.
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Aplicatia 4.2.14. O masina produce o piesa circulara. Cand magina este bine
reglata, diametrul d al pieselor are repartitie normala cu media 10 cm §i
abaterea medie patratica 0,08 cm. Se iau la intamplare 4 piese fabricate de
masind §i se constatda ca media aritmetica a diametrelor acestor piese este 10,14
cm. Se poate afirma cd masina s-a dereglat ?

Rezolvare

Fie d,,d,, d;, d, diametrele celor 4 piese alese la intamplare. Acestea sunt
4 variabile aleatoare indepedente cu repartitii normale cu media 10 cm si
abaterea medie patratica 0,08. Atunci variabila d =(d, +d, +d, +d,)/4 are de

asemenea repartitie normald cu media 10 cm s1 abaterea medie patratica 0,04 cm.
Intr-adevar, avem

d, +d, +d; +d 13
m=g(d) =g &2 % % *% | _2$E@gy-10,
(d) ( 1 ] 42;(.)
4
Var(d) :Var(dl +d, st +d4]:%ZVar(di) ~0,0016, o, = 0,04
i=1

Conform regulei celor sase o (relatia (4.2.11)), avem
P(d-ml<30)=29(3)=0,997 & P(m-3c <d <m+30)=0,997,

de unde rezulta caP(9,88<d <1012)=0,997. Din aceastd ultimd relatie

deducem ca d ia valori in afara intervalului (9,88; 10,12) cu o probabilitate mai
mica de 0,003. Deci este aproape sigur ca masina s-a defectat.

4.3. Legea log-normala

Definitia 4.3.1. Variabila aleatoare X urmeaza legea log-normala (logaritmica
normald) (X are repartitie 10g-normala ) cu parametrii msi o (me R, o >0)

daca densitatea sa de probabilitate (repartitie) este functia

1 _(Inx-m)?

e 2 x>0,

f(X;m,o) =1 ox+/27 (4.3.1)

0, x<0.

Functia f din (4.3.1) este o densitate de probabilitate, deoarece

f(xX)>0, VxeRsi f f (x)dx =1. Intr-adevir pentru ultima relatie avem
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(Inx-m)?

1 e -0 1 = o
—e * dx = ——| e?dt=1
271""0 X \/EL”

[ fegax=

o

Functia de repartitie a variabilei log-normale X cu parametrii msi o este
F(x) =0 pentru x <0, iar pentru x>0 este

Int-m )
=u In x—m u

1 (Int-m)? .

> jox%e_zz dt = —jaezdu
pu .

F(x) :fw f(t)dt =

:F(Inx—m;()’l],
(o)

o

unde F(x;0,1) este functia de repartitic normala standard. Deducem din ultima

. . . . o InX —m 5
relatie ca pentru valorile pozitive ale lui X, variabila Y = ———— urmeaza legea
(o}

normala standard.

Teorema 4.3.2. Daca variabila aleatoare X are repartitie 10g-normala cu
parametrii msi o, atunci momentele initiale de ordinul k sunt

2,2
k+o-k

m(X)=e 2 ,keN". (4.3.2)

Demonstratie
Conform formulei pentru momentele initiale de ordinul k, avem

2
_(In X—m) Inx=y

xke 2" dx =

1

OXA 27

mk(X)zﬁxkf(x)dXZK

_y?-2my+m?-25yk

(y-m)?
1 o = 1 o0
— j eky .e 202 dy — j e 202 dy
oN2r T oNor T
y2-2y(m+02k)+(m+o2k) > —(m+02k)2+m?
1 0 252
= e c dy
oN2r T
1 [y—(m+o%k)]>—o*k?—2mo %k 1 o*k?+2mko? [y—(m+o2k)]?
= [Ce 20" dy = e » [Te 7 dy
oN2r T o2r —°

Notam (y—m—o2k)/(c~/2) = u si obtinem
1 o?k?+2mk . , \/_ mk+£

m, (X) = e 2 e ov2rdu=e 2 .g.e.d.

X)= e [ q
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Din relatia (4.3.2) deducem ca media si dispersia variabilei X cu repartitie
log-normala cu parametrii msi o sunt

2

E(X)=m1(X):em+67, Var(X)=m,(X)—[m (X)]> =e2™ (e°" -1). (4.3.3)

4.4. Legea gamma

Definitia 4.4.1. Variabila aleatoare X urmeaza legea gamma (X are repartitie
gamma ) cu parametrul p(p>0) daca densitatea sa de probabilitate

(repartitie) este functia

Xp—le—x
— ., x>0,
f(x)=1 T(p) (4.4.1)
0, X <0,

unde F(p)zj:)xp‘le‘X dx, p>0 este integrala lui Euler de al doilea tip sau
functia gamma a lui Euler.

Functia f din (4.4.1) este o densitate de probabilitate, deoarece
f(xX)>0, VxeR si

J'_Z f(x)dx= lp) J.:xp‘le‘X dx =1.

e

In propozitia urmitoare vom prezenta cateva proprietiti ale functiei I" (pentru
demonstratiile lor vezi [21]).

Propozitia 4.4.2. Integrala (functia) lui Euler F(p):J‘:)Xp"le"X dx, peR

verifica urmdtoarele proprietati:
a) I'(p) este convergenta pentru p>0 si divergenta pentru p <0;
b) I'(p+1)=pl(p), Vp>0;
c) I'(n)=(n-1)!, VvneN";

d) T(/2)=+z.

Teorema 4.4.3. Daca variabila aleatoare X are repartitie gamma cu parametrul
p, atunci momentele initiale de ordinul k sunt
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m (X)=p(p+1)--(p+k-1), keN". (4.4.2)

Demonstratie
Momentul initial de ordinul k este

© Lk 1 © L k+p-1.,-x 1—‘(k+p)
(X)) = f(X)dx=—— P dX=—7>-—"+
m, (X) LOX (x)dx (p) , X e X T(p)
_(k+p-DI(k+p-1) __ (k+p-1)-(p+1)pr(p)
I'(p) I'(p)

=(k+p-Dk+p-2)---(p+1)p.
Am folosit mai sus proprietatea b) din Propozitia 4.4.2. g.e.d.

Din relatia (4.4.2) deducem ca media si dispersia variabilei X cu repartitie
gamma cu parametrul p sunt

E(X)=m(X)=p, Var(X)=m,(X)-[m(X)]* =p. (4.4.3)

Definitia 4.4.4. Variabila aleatoare X urmeaza legea gamma generalizati (X
are repartitie gamma generalizata ) cu parametrii p>0 §i A>O0daca

densitatea sa de probabilitate (repartitie) este functia

le p—le—lx
- x>0,
f(x)= r'(p) (4.4.9)
0, X <0,

Intr-un mod asemandtor cu demonstratia Teoremei 4.4.3 se aratd urmatoarea
teorema.

Teorema 4.4.5. Daca variabila aleatoare X are repartitie gamma generalizata
cu parametrii p>0 si A >0, atunci momentele initiale de ordinul k sunt

m, (X) = p(p”)"/l'k(p”_l), keN”, (4.4.5)

deci media si dispersia sa sunt

E(X):ml(X):% Var(X):mz(X)—[ml(X)]Z:%. (4.4.6)
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Propozitia 4.4.6. Daca variabila aleatoare X are repartitie gamma generalizaza
cu parametrii p >0 si A >0, atunci functia sa caracteristica este

o(t) = (1—%] | teR. 4.4.7)

Demonstratie
Pentru determinarea functiei caracteristice a variabilei X vom folosi formula care
da momentul de ordinul k al variabilei X in functie de derivatele functiei

caracteristice ¢ Tn punctul 0, si anume m, =¢® (0)-i™*, (m,=1), precum si
dezvoltarea in serie de puteri a functiei ¢ care are forma urmatoare

(k)

= m i, & (i)
=) Iil t=> X m,.

k=0 - k=0

Folosind formula (4.4.5) pentru momentele initiale ale variabilei X, obtinem
pentru functia caracteristica formula

o) = 2(“) =3 000 DO (p ek

- p(p+1)-- (p+k it it c
-y P (A] (1 /1] VteR.

k=0

g.e.d.

Din relatia (4.4.7) pentru A =1, deducem ca functia caracteristica a unei
variabile X cu repartitie gamma cu parametrul p este

pt)=[1-it)", teR. (4.4.8)

Propozitia 4.4.7. Daca variabilele aleatoare independente X §i Y au repartitii
gamma cu parametrii p §i respectiv q, atunci variabila X+Y are repartitie
gamma cu parametrul p+q.

Demonstratie

Sa notam cu f si g densitatile de probabilitate pentru variabilele X si Y.
Deci
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1
— xPre™ x>0,

FO)=9(x)=1T(p)

Densitatea de probabilitate h a variabilei X+Y este h(x) = f f(x—y)g(y)dy.
Daca x <0 atunci

h()=[ fx-yady+[ f(x-y)ay)dy=0,

(in prima integrala g(y)=0, iar in a doua integrala f(x-y)=0).
Daca x>0, atunci f(x—y)=0pentru x—y>0< y<X, iar g(y)=0pentru
y>0. Deci f(x—y)g(y)=0daca ye|[0,Xx] siatunci

h(x) = [ f(x=y)a(y)dy = Lﬁjx—wH-w mﬂ4EWy

y)"ty T dy.

—X

€
T(p)r(q )I =

Pentru calculul ultimei integrale de mai sus facem schimbarea de variabila y=tx,
deci dy=xdt; pentru y—>0 rezulta t—0,iar pentru y— Xrezulta

t — 1. Obtinem astfel

_ P (1)1 e X" i g e
h(x) = 0 )r( ok j (X—tx)PH(tx) " L xdt = T @ jo x4 (1—x)Pdt
e—xXp+q—1 B(q p) e_XXerq_l.

L(p)(q) T(p+aq)

Rezulta ca variabila X+Y are repartitic gamma cu parametrul p+q.

Concluzia acestei propozitii o putem obtine mai direct folosind functiile
caracteristice. Fie ¢, si ¢, functiile caracteristice ale variabilelor X si Y, si
anume

o) =1-it)", o,t)=01-it)", teR.

Atunci functia caracteristica a variabilei aleatoare X+Y este

o) = (e, (1) = [L-it) *, teR.
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Deducem din relatia obtinuta ca X+Y are repartitic gamma cu parametrul p+q.
g.e.d.

Propozitia 4.4.8. Daca variabila aleatoare X urmeaza legea normala cu

parametrii m §i o ,atunci variabila aleatoare Y = (X —m)? are o repartitie

2
o)

gamma cu parametrul 1/2.

Demonstratie
Sa notam cu G(x) functia de repartitic a variabilei Y. Deoarece Y >0,

atunci pentru x <0 rezulta ca F(x) =P(Y <x)=0. Pentru x >0avem

G(x):P(Y3x):P((X2_—T)23x]:P(—\/§s X_ms&]
o

o2

=P<m—o@sxsmm@):@(mw—m]_@(m—cf_m]
o o

\/E Vax e
:Zq)(\/Z):ﬁJ'O e dt.

Atunci pentru x >0 densitatea de probabilitate g a variabilei aleatoare Y este

9(X) = G'(X) = e = x Ve,

iz
iar pentru x <0, g(x)=0.

Deoarece +/r =I'(1/2) (conform Propozitieci 4.4.2, d)), deducem forma
functiei g, s1 anume

1 -1/2 —X’ X > 0’
g(x)=1T(1/2)
0, x<0,
adica variabila Y are repartitie gamma cu parametrul 1/2. g.e.d.

Aplicatia 4.4.9. Sa se calculeze momentele centrate p,(X) si p,(X)pentru o
variabila aleatoare X CU repartitie gamma cu parametrul p.

Rezolvare
Momentul centrat de ordinul al treilea este
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(XY= [ (x=p)’ F(x) dx= [ x*F(x)dx=3p[  x*f (x)dx+3p*[" xf (x)dx
—p°[ f(x)dx=m, ~3pm, +3p’m, ~ p, = p(p+1)(p+2)~3p*(p+1)
+3p®-p*=2p,

iar momentul centrat de ordinul al patrulea este

u(X)= [ (x=p)* f(x)dx=[" x*f(x)dx-4p[” x*F(x)dx+6p*[ x*f (x)dx
—4p3f xf (x)dx + p“f f(x)dx=m, —4pm, +6p°m, —4p°m, + p*
=p(p+D(p+2)(p+3)-4p*(p+)(p+2)+6p°(p+1)—-4p* +p* =3p°+6p.

4.5. Legea beta

Definitia 4.5.1. Variabila aleatoare X urmeaza legea beta (X are repartitie beta)
cu parametrii p si q(p,q>0) daca densitatea sa de probabilitate (repartitie)
este functia

1 p-1m _ gq-1 c
()BT xeOD (45.1)

0, x ¢ (0,1),
unde B(p,q) =j01x"‘1(1—x)“"1 dx, p,q>0 este integrala lui Euler de primul tip
sau functia beta a lui Euler.

Functia f din relatia (4.5.1) este o densitate de probabilitate, deoarece
f(x)>0, VxeR si

1
B(p.q)

[" t0dx= [[x"a-x*idx=1

In propozitia urmatoare vom prezenta cateva proprietiti ale functiei B (pentru
demonstratiile lor vezi [21]).

Propozitia 4.5.2. Integrala lui Euler B(p,q):j:xp‘l(l—x)q‘ldx, p,qeR

verifica urmatoarele proprietati
a) B(p,q) este convergenta pentru p>0 si ¢>0, si in rest este divergentd;
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b) B(p.a)=B(q,p), Vp.q>0;

-1
¢) B(p.q)=—"—B(p-1q), ¥p>L q>0,
p+g-1

-1
d) B(p.q)=—3—~_B(p.q-1), ¥Vp>0, q>1
p+g-1

(P-D(a-1)
B(p,q) = B(p-L1q-1), Vp>1 q>1;
e) B(p.,q) (0+0-D(prq-2) (p-19-1), Vp>1 g>

(n=1)!
p(p+1)--(p+n-1)’

f) B(p,n)=B(n,p)= vneN’, p>0;

_ (m-D}(n-1)! N
g) B(m,n)= (mn_D) , VvmneN’;

h) B(p+1a)+B(p,q+1)=B(p.q), Vp,q>0;

) qB(p+10a)=pB(p,qa+1), Vp,q>0;

P

@+t)P

D B(pa)=] dt, ¥ p,q>0;

C(p)I'(q)

k) B(p.a)= F(prq)

, Vp,q>0;

) B(pl-p)=I(p)I1-p)=

Sin pr) , Vpe(0)).

Teorema 4.5.3. Daca variabila aleatoare X are repartitie beta cu parametrii p si
q(p, q>0), atunci momentele initiale de ordinul k sunt

m, (X) = p(p+1)--(p+k=1) L keN”. (4.5.2)
(p+a)(p+a+D)---(p+q+k-1)

Demonstratie
Momentul initial de ordinul k este
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m (X) = [ x*f(x)dx = 1 .Eﬂw4a_xy4dxzka+pﬂ)

B(p.q) B(p.q)
_ k+p-1 B(k+p-1q)_ _ (k+p-1--(p+hp B(p.q)
p+gq+k-1  B(p,q) (p+q+k-1)--(p+0a) B(p.q)
__ p(p+D)(prk=D)
(p+a)(p+q+D)--(p+q+k-1)’
conform Propozitiei 4.5.2, c). g.e.d.

Din relatia (4.5.2) deducem ca media si dispersia variabilei X CuU repartitie
beta cu parametrii p si g sunt

E(X)=m. (X _——l , Var(X)=m,(X)—[m, (X 2 = :
( ) 1( ) r( ) 2( ) [ 1( )] (p q)z(p q ])
(4.5.3)

4.6. Legea y*> (Helmert-Pearson)

Definitia 4.6.1. Variabila aleatoare X urmeazd legea y° (Helmert-Pearson) (X

are repartitie y*) cu parametrul n (ne N”*) dacd densitatea sa de probabilitate
(repartitie) este functia

£(x) = 2;r(;j (4.6.1)
0, x <0.

Parametrii n din Definitia 4.6.1 se mai numesc grade de libertate, astfel ca o
si mai spunem ci X are repartitie y*cu n grade de libertate.

Functia f din relatia (4.6.1) este o densitate de probabilitate deoarece
f(xX)>0, VxeR si

" f(x)dx = ! wxg_le_gdx:l.
[ food=———]

a 0
22 r(”j
2
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Pentru verificarea relatiei de mai sus , facem in integrala datd schimbarea de
variabila x/2=y, de unde rezulta dx=2dy; daca x — Oatunci y — 0,iar daca

X — oo atunci y — oo. Obtinem astfel
: ( ]
2

1
22 r(”j
2
1

@r(gjl.

In Figura 4.6.1 sunt reprezentate grafic functiile f pentru diverse valori ale
parametrului n.

jiof(x)dx: j(zy) 2teV.2dy=—" j y2 eV dy

Ay
—»n=1
0.5 ¥ nN=2
1
| I‘wn=4
: | »l“:TO
5 |
i I i ~»n=20
! I
/ |
I P i
I | |
| 1 I :X
(@] 2 8 18
Figura 4.6.1

Teorema 4.6.2. Dacd variabila aleatoare X are repartitie y*cu n grade de
libertate, atunci momentele initiale de ordinul k sunt

m (X)=n(n+2)---(n+2k-2), keN". (4.6.2)

Demonstratie
Momentul initial de ordinul k este

m, (X) = j X“f(x)dx=——— sz o2y

2t j
2
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Cu aceeasi schimbare de variabila de mai sus folosita pentru calculul integralei
[~ f(x)dx, obtinem

OO L 2 L
m () =———[ 2y e 2ty = [y* e ay

22 F(nj Zgr(n] 0
2 2
ZkF(n+kj
_\2 ) -E(E+1]---(E+k—lj —n(n+2)--(n+2k—2).

F(n] 2(2 2
2

Din relatia (4.6.2) deducem ca media si dispersia variabilei X CuU repartitie
x%cu n grade de libertate sunt

g.e.d.

E(X)=m,(X)=n, Var(X)=m,(X)-[m,(X)]*=2n. (4.6.3)

Definitia 4.6.3. Variabila aleatoare X urmeazd legea y’generalizatd (X are
repartitie y°generalizatd ) cu parametriin si c(neN”, o >0)
daca densitatea sa de probabilitate (repartitie) este functia

1 n,o_x
X2 e 2’ x>0,

f(x) = (aﬁ)”r(;] (4.6.4)
0, x<0.

Intr-un mod asemandtor cu demonstratia Teoremei 4.6.2 se aratd urmatoarea
teorema.

Teorema 4.6.4. Dacd variabila aleatoare X are repartitie y°Qeneralizatd cu
parametrii n si o (ne N”, o >0), atunci momentele initiale de ordinul k sunt

m (X)=n(n+2)---(n+2k-2)c*, keN", (4.6.5)
deci media si dispersia sa sunt

E(X)=m,(X)=nc?, Var(X)=m,(X)-[m,(X)*=2nc*. (4.6.6)
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Propozitia 4.6.5. Dacd variabila aleatoare X are repartitie y’Qeneralizatd cu

parametrii n si o (ne N”, o >0), atunci functia sa caracteristicd este
o(t)=(1-2itc?) 2, teR. (4.6.7)

Demonstratie
Folosind formula din demonstatia Propozitiei 4.4.6, obtinem

005 W' SO iy ()T

n(n+1jm(+k_1] g.e.d.
i(th 2yc 212 k|2 = (1-2ito?) 2, VteR.

Din relatia (4.6.7) pentru o =1, deducem cé functia caracteristica a unei
variabile X cu rpartitie ycu n grade de libertate este

o(t) =(1-2it)z, teR. (4.6.8)

Legiturile dintre repartitia y°si repartitia normald sunt prezentate in
urmatoarele doud teoreme.

Teorema 4.6.6. Daca variabila X, are repartitie y* cu n grade de libertate

(n>1) atunci densitatea de probabilitate a variabilei —/= tinde pentru

\2n
N — oo cdtre densitatea de repartitie normala standard.
Teorema 4.6.7. Daca fiecare dintre variabilele aleatoare independente

X, X,,..., X, are repartitie normala standard, atunci variabila aleatoare

X = X2+ X2 +---+ X2 are repartitie y*cu n grade de libertate.

Propozitia 4.6.8. Daca variabilele aleatoare independente X §i Y au repartitii
x%cu m, respectiv n grade de libertate, atunci X+Y are repartitie y>cu m+n
grade de libertate.

Demonstratie
Sa notam cu f si g densitdtile de probabilitate ale variabilelor X si Y, adica avem
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oM _Joa(N
ERERD 609 2'1{1)

X <0, 0, x <0.
Atunci densitatea de probabilitate a variabilei X+Y este
h()=[" f(x=y)g(y)dy.

Folosind un rationament asemanator celui intalnit in demonstratia Propozitiei
4.4.7, deducem ca h(x) =0, Vx <0, iar pentru x >0 obtinem

N0 = [ (x-y)? e F oty ety
%3 2 3)
2 2
SR [[x-y)2 " y? dy.

Notam y=tx, de unde rezulta dy=xdt; dacay —» 0 atunci t—0, iar daca
y — xatunci t > 1. Obtinem

X

e 2 1 E_l E_l
[[(x=0)2 " (tx)> xdt

m+n 0
2133
2 2

S e ? I j(l 02 2 gt - _e'x’ B(ggj
) >3
1

h(x) =

X m+n

2 2

m+n X
1

=————x? e? x>0
22F(m+n]
2

Deducem ci X+Y are repartitie y°cu m+n grade de libertate.
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Concluzia acestei propozitii o putem obtine mai direct folosind functiile
caracteristice. Fie ¢, si ¢, functiile caracteristice ale variabilelor X si Y, si
anume

o) =(L=2it) 7, ¢, ()=@1-2i) 2, teR.

Atunci functia caracteristica a variabilei aleatoare X+Y este

m-+n

o) =p, O, (1) =[-2it) 2, teR.
Deducem din relatia obtinuti ci X+Y are repartitie y>cu m-+n grade de libertate.

g.e.d.

4.7. Legea Student (t). Legea Cauchy
Definitia 4.7.1. Variabila aleatoare X wurmeaza legea Student (t) (X are

repartitie Student) cu parametrul n (ne N”) daca densitatea sa de probabilitate
(repartitie) este functia

F(Mj _n+l
F) = 2 ) +X—2] © XeR (4.7.1)

ey

Parametrii n din Definitia 4.7.1 se mai numesc grade de libertate, astfel ca o
sa mai spunem ca X are repartitie Student cu n grade de libertate.
Functia f din relatia (4.7.1) este o densitate de probabilitate deoarece

f()20, VxeRsi [ f(x)dx=1.

Pentru a verifica ultima relatie, avem

F(n-i_lj n+1 zr(n-i_lj n+1
- 2 =(, x*) 2 2 ), x*) 2
[ fedx=—""2] (1+—] olxz—j0 (1+—] dx.
B Inz r(nj -
2
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In ultima integrala de mai sus facem schimbarea de variabild x*/n=y, x>0, de
unde rezulta

dx:ﬂdy.
20y
Intervalul [0,) se transforma in intervalul [0,) si astfel obtinem
n+1 n+1
. F(zj .y F(z] L
G ) aey ey
'3 )
_ 2 ) \2)\2 1
n n+1 '
- I'l—
iy 1)

In relatiile de mai sus am folosit propriettile j) si k) ale functiei B din Propozitia
4.5.2 si proprietatea d) a functiei I" din Propozitia 4.4.2.

Teorema 4.7.2. Daca variabila aleatoare X are repartitie Student cu n grade de
libertate, atunci momentele initiale de ordinul k sunt

m, ,(X)=0, 2k+1<n,
n*(2k —)N
(n-2)(n—=4)---(n-2k)’

(4.7.2)

m,, (X) = 2k<n, keN".

Demonstratie
Pentru 2k +1 < n, momentele de ordin impar sunt nule. Intr-adevar

n+1 -

2 ) Ak

m2k+1(><)=—nf_wx2k”(l+—] dx=0, (4.7.3)
\/nﬂf(zj

deoarece functia f este impara (integrala de mai sus este convergentd). Daca
2k +1> nintegrala din (4.7.3) este divergenta, deci X nu are momente initiale de
ordinul 2k +1.

Pentru momentul de ordin par m,, (X), cu 2k <n avem
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zr(n-i'lj ) _nT+1
m, (X) =—2j:x2k(1+x—] dx. (4.7.4)
COM

Pentru calculul ultimei integrale folosim aceeasi schimbare de variabild ca cea

folosita mai sus pentru verificarea relatiei Jm f(x)dx=1. Notam

Jn

x*/n=y, x>0, de unde rezulti dx = ?dy. Intervalul [0,0) se transforma in
y

intervalul [0, ) si astfel obtinem

2r(n+1) n"l“(m_lj
ma () =— 2L [ oy ) * gy 2y ey Ty
Jnz r(zj 2y Jx r(j

R b ),
()

Folosind proprietatile functiei B din Propozitia 4.5.2 deducem din relatia de
mai sus

My, (X) @B(ké,ﬂ—k] nkr(nﬁ .F(“;H;_k]
(i) )y

o e (e

I G
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o (e G
o =T
' (k‘;j(k‘ij“érwr(g‘k] 2k -1

- (n_lj(”_gj...(;—kjr(n—kj:(n_z)(n_él)'"(n_zk)'

2 2 2

Daca 2k > nintegrala din relatia (4.7.4) este divergentd, deci variabila X nu are
momente initiale de ordinul 2Kk. g.e.d.

Din relatiile (4.7.2) deducem ca daca n>1 atunci media variabilei X este
E(X) =0, iar daca n>2 atunci dispersia variabilei X este Var(X) = P
n —_
Legaturile dintre repartitia Student si repartitia normala sunt prezentate Tn
urmatoarele doua teoreme.

Teorema 4.7.3. Daca f, este densitatea de probabilitate a unei repartitii
Student cu n grade de libertate atunci

lim f_(x) = f(x;0,1), VXeR,

unde f(x;0,1) este densitatea de repartitie normala standard.

Teorema 4.7.4. Daca fiecare dintre variabilele aleatoare independente
XXy X are repartitie normala cu parametrii m=0 si o, atunci

! n+1

variabila aleatoare

X:\/ﬁ Xn+1
X2 4 X2

are repartitie Student cu n grade de libertate.

Pentru n=1legea (repartitia) Student se mai numeste legea (repartitia)
Cauchy. O variabila aleatoare X cu repartitic Cauchy are densitatea de
probabilitate functia

1
f(x)=———-, xeR
) 1+ x?) ©
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Din observatiile facute dupa demonstatia Teoremei 4.7.2 , deducem ca variabila
aleatoare X cu repartitia Cauchy nu are nici valoare medie si nici dispersie.

4.8. Legea Snedecor. Legea Fisher

Definitia 4.8.1. Variabila aleatoare X urmeaza legea Snedecor (X are repartitie
Snedecor) cu parametriin, si n,, (n,n,eN") dacd densitatea sa de
probabilitate (repartitie) este functia

f(x)=

" r(nﬂl] ey
2 M 2
ij -—2x21(1+lx , X>0,
n, of M\ N2 n, (4.8.1)
2 2
0, x<0.

Parametrii n, si n,din Definitia 4.8.1 se mai numesc grade de libertate,
astfel ca o sda mai spunem ca X are repartitie Snedecor cu n, si n,grade de

libertate.

Functia f din relatia (4.8.1) este o densitate de probabilitate, deoarece

f(xX)>0, VxeR si r f (x)dx =1. Pentru a verifica ultima relatie, avem

n F(W]
00 2 0 L 2
Froa( L2 ) pon,)
o n

m+n,

n,

)’

Tn ultima integrald de mai sus facem schimbarea de variabild n,x/n, = y. Astfel

obtinem
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n (n1+n2] n
A A
0 n 2 2 o N 2 N+, N
J'_wf(x)dx:(—lj J'O( Zy] L+y) 2 —Zdy
) M M2
2 2
F(n1+n2] - n1+n2]
by Ty 2 )
| M N2 rf M N2
2 2 2 2

Teorema 4.8.2. Daca variabila aleatoare X are repartitie Snedecor cu
parametriin, si n,, (n,,n, € N), atunci momentele initiale de ordinul k sunt

ny  n(n+2)--(n +2k-2)

m, (X) = nlk (n, —2)(n, —4)---(n, —Zk)’

2k<n,, keN". (4.8.2)

Demonstatie
Variabila X are momente initiale de ordinul k pentru 2k < n,. Avem

0 0 2 +ﬁ_ 2
m (X) =[x foodx= [ M| A2 et My gy
k —o0 0 n2 r & r ni2 n2
2 )2

Pentru calculul ultimei integrale folosim aceeasi schimbare de variabild ca cea

folositd mai sus pentru verificarea relatiei j " f (x)dx =1. Notam nx/n, =y

. Iﬁ(n1+n2]
n 2

2EOvE

si obtinem

nl 1

k+ﬂ—1
(N 2 g+, n
mk(X)z( ]j( Zy] L+y) 2 -y
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() n(ng+2)---(n,+2k-2)
“\n, ) (n,-2)(n,—4)-+(n, —2k)’

g.e.d.

Din relatia (4.8.3) deducem ca pentru n,>2media variabilei X este

n . . . o
E(X)=—2—, iar pentru n, >4 dispersia variabilei X este
n,—2 2

2

2n2(n,+n, —2)

V)= o, —a)n, 2

Legatura dintre repartitia normald si repartitia Snedecor este data in
urmatoarea teorema.

Teorema 4.8.3. Daca variabilele aleatoare independente X, X,,..., X y X

FERELE

X on, Urmeaza legea normala cu parametrii 0 si o atunci variabila aleatoare
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are repartitie Snedecor cu parametrii n, si n,.

Definitia 4.8.4. Variabila aleatoare X urmeaza legea Fisher (X are repartitie
Fisher) cu parametriin, si n,, (n,,n, e N") daca densitatea sa de probabilitate
(repartitie) este functia

2 2
f(x)zz(ﬁ] —ze”1*(1+ﬁe2* , xeR. (4.8.3)
2) [ MM k:
2 2

Teorema 4.8.5. Daca variabila aleatoare X are repartitie Snedecor cu

parametrii n, si n,,atunci variabila aleatoare Y :Eln X are o repartitie Fisher

cu parametrii n, si n,.

Demonstratie
Daca notam functia de repartitie X cu F, atunci functia de repartitie G a variabilei
Y este

G(x)=P(Y £x) = P(%In X < x] =P(In X £2x)
=P(X <e*)=F(e*), VxeR.
Deci densitatea de probabilitate a variabilei Y este

g(x) =G'(x) = 2e**F'(e**) = 2e** f (e*¥)

o F(nﬁnz] e ;
2 2 .e.d.
:zw(l] —2(1+ie“] wxerd
LA LN LR AN

2 2
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4.9. Legea Weibull. Legea exponentiala

Definitia 4.9.1. Variabila aleatoare X wurmeaza legea Weibull (X are
repartitieWeibull) cu parametrii Asi a (A >0, >0)daca densitatea sa de

probabilitate (repartitie) este functia

a-1.—Ax*
f(x):{MX e, x>0, (4.9.1)

0, x<0.

Functia f din (4.9.1) este o densitate de probabilitate, deoarece
f(020,vxeR si [ f(x)dx:laj:x“‘le‘“adx:l. Tntr-devar  pentru

verificarea ultimei relatii facem schimbarea de variabila AX“ =y, de unde
1

ye dy. Atunci

rezulta x=(y/A)"* si dx =

1

al®
a-l 1,

j_if(x)dx:iaf%] “e. 11 y« dy=["evdy=1.

al?

Teorema 4.9.2. Daca variabila aleatoare X are repartitie Weibull cu
parametrii A si o (A >0, a >0),atunci valoarea medie si dispersia sa sunt

E(X)= i r(1+1], Var(X) = Ja {F(§+lj —r2(1+1ﬂ. (4.9.2)
(04

o

Demonstratie
Folosind schimbarea de variabila de mai sus, obtinem pentru media variabilei X

1y

E(X)= Aaj:x“e‘“a dx = Aaf%e‘y -Llya dy

al?

1 é—y _é 1
;Ly e’dy=41 F(;+1].

Pentru dispersia lui X calculdim mai intai media lui X *. Avem

a+l

2y © gl X gy wla_y.l
E(X )_mjox e dx_mjo(lj e

i_l _2 2
-y« dy=4¢T ;+1.
ar®
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Atunci dispersia lui X este
2
var(X)=21« {F(£+lj—l“2(£+lﬂ.
(04 (04

Pentru o =1legea (repartitia) Weibull se mai numeste legea exponentiali
(repartitia exponentiald) de parametru A. Deci densitatea de probabilitate a
unei variabile aleatoare X cu repartitie exponentiala cu parametrul A este

—AX
F(x) = e x>0,
0, x<0.

g.e.d.

Din relatia (4.9.2) rezultd cd media si dispersia unei variabile aleatoare X cu

repartitie exponentiala cu parametrul A sunt
E() = T@ =7, Var(x)= ;1) -I*@]-;

i
deoarece I'(2) =1, I'(3)=2.

Observatia 4.9.3. Repartitia exponentiala cu parametrul A este 0 repartitie
gamma generalizata cu parametrii p=1 si A.

Propozitia 4.9.4. Daca variabila aleatoare X are repartitie exponentiala cu
parametrul A, atunci functia sa caracteristica este
. -1
it
qo(t):( —;j , teR. (4.9.3)

Demonstratie
Din Observatia 4.9.3 si relatia (4.4.7) din Propozitia 4.4.6, deducem ca functia
caracteristicd a variabilei X este data de expresia din (4.9.3).

Functia caracteristici se poate calcula si direct folosind formula din
definitia sa. Avem

o(t) = E(eitx ): Iioeitx f(x)dx = .[oweitx e Pdx = Aj':e(it—}.)xdx

=1 j: e *[cos(tx) +isin(tx)]dx = A j: e ™ cos(tx) dx +i4 j: e ™ sin(tx) dx.

Iy I,

Pentru |, obtinem
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1, = jo e " cos(tx) dx = —% J'O “(e ) cos(tx) dx = —%E_M COS(tX)‘ 0

tw—ﬂ.x- _1 t P (=2 ) i _1 t X of o
—EJ'Oe sm(tx)dx_1+?o(e )sm(tx)dx—;+?(e sm(tx)‘0

R _ 1 t? Y
—t jo e ™ cos(tx) dx) =7 jo e ™ cos(tx) dx.

2
Rezulta astfel relatia |, :Z_;Tll’ de unde obtinem ca |, :ﬁ. Pentru
+
I, din relatiile de mai sus deducem |, :ﬁ. Obtinem astfel pentruo(t)
+
it)"
expresia ¢(t) :(1_Ej ,VteR. g.e.d.

Aplicatia 4.9.5. Fie variabilele independente X, i X,cu repartitii
exponentiale cu parametrii A, respectiv A,. Sa se determine densitatea de
probabilitate a variabilei X, + X,. Sa se generalizeze apoi rezultatul obtinut la

cazul a n variabile aleatoare independente cu repartitii exponentiale cu acelagi
parametru A.

Rezolvare
Sa notam cu f, si f, densitatile de probabilitate ale variabilelor X, si
X, ,adica

Ae ™ x>0 e x>0
fX: 1 1 1 f X: 2 1 1
1) { 0, x<0, () { 0, x<0.

Daca 4, # A, atunci densitatea de probabilitate f a variabilei X, + X, este 0
pentru x <0, iar pentru x >0avem

f(x) :I_Z f.(x—y)f,(y)dy :inle-mx_y) 2,67 dy

= Aqize“ixre“i"lz)ydy __ Al axgtary - A, == _e_zix)
° A’l _lz }ul —12

: : ﬂ(e‘m e ) x>0,
Deci functia f are forma f(x) =<4, -4,

0, x<0.
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Dacad, =4, =4 atunci f(x)=0, Vx<0, iar pentru x >0 obtinem
_ [ aarey) gy a2 xR g, 12a-AX
f(x)—joﬂ,e 26 dy = 2% jody—lxe .

Deci densitatea de probabilitate a variabilei X, + X, este

2 —AX
F(x) = A7xe ™, x>0,
0, X <0.

Pentru trei variabile aleatoare independente X,,X,,X, cu repartitii
exponentiale cu parametrul A, densitatea de probabilitate a variabilei
X, +X,+ X, este h(x)=0, Vx<0 sipentru X >0avem

3

h(x) = J: P (x—y)e M. je ™ dy = e ™ J: (x—y)dy = %xze"“.

Deci

3
A—xze‘“, X >0,
h(x) =+ 2
0, x<0.
Prin inductie matematicd se aratd ca pentru variabilele aleatoare
independente  X,, X,,..., X, CU repartitii exponentiale cu parametrul A,

densitatea de probabilitate a variabilei X = X, + X, +---+ X este functia

k(x)=4(n-1)!
0, x<0.

Rezulta ca variabila X are o repartitie gamma generalizata cu parametriin si A.
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Capitolul 5

Convergenta variabilelor aleatoare

5.1.Convergenta aproape sigura si convergenta in probabilitate

Fie (Q,K,P) un spatiu probabilizat si ( X ), un sir de variabile aleatoare. Fie
de asemenea X o altd variabila aleatoare. Ce inseamna ca X tinde la X ?

Desigur, variabilele aleatoare sunt functii X,:QQ — R. Pentru functii se stie
deja ce inseamna ca X, converge la X : ca X, (o) > X(w) pentru orice ® € Q.

. . ) . . ~ . ~ u ~
Mai exista §i notiunea de convergentd uniforma: X, — > X dacd supyeo

| X (0) = X(w)| —0.

In teoria probabilitatilor aceste doua tipuri de convergentd nu prea sunt de
folos. Situatia tipicd intilnitd In practica statisticd este urmatoarea: se face un
experiment cu rezultatele posibile ry,...,rx . Rezultatul obtinut la al n-ulea
experiment este X .

(De exemplu se arunca un zar despre care nu stim dacd este corect sau
falsificat; in acest caz rezultatele sunt 1,2,3,4,5,6)

Nu avem cum sa prezicem rezultatul X, dar putem spera sd aproximam
probabilitatile p; de aparitie a rezultatului ri, dacd facem unele ipoteze
acceptabile. De exemplu, daca acceptdm ca toate variabilele aleatoare X, au

aceeasi repartitie, F. Am putea numara procentajele f; de aparitie a rezultatului r;
si spera ca ele nu diferd mult de “adevaratele” probabilitati p;.

De altfel, de aici a si pornit teoria probabilitatilor.

In cazul zarului nostru, am putea si il aruncam de 6n de ori — de exemplu — si
sd vedem daca frecventele obtinute difera mult de n. Daca da, (deocamdata nu
stim ce inseamna “prea mult”, se va vedea la capitolul privind intervalele de
incredere) am putea spera ca dacd o sd marim numarul de aruncari ale zarului ne
vom apropia din ce in ce mai mult de “adevaratele valori” p. = P(X =r,).

Sa formalizam putin contextual.

Avem un sir de variabile aleatoare (X ), care sunt identic repartizate cu

n rn . I
Pr P o B

repartifia necunoscutd F :( ] . Vrem sda gdsim numerele
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Hjsn:xj:ri}(

P.,..., P, - PeNtru aceasta calculam valorile Y, ; = si ne gindim

ca, poate, Y, ; converge la p; dacd n — .

Aceasta este problema de baza.
Nu ne putem astepta ca Y,; si conveargd la p; Tn sensul obisnuit al

cuvintului, adica sa aibd loc convergenta pentru orice Scenariu me(Q : de
exemplu, s-ar putea ca rezultatul r,sa apard mereu sau nici macar sa nu apara,

desi p; >0.
Dar poate ca Y, ; converge la p; in majoritatea covirsitoare a cazurilor?

Intr-adevar, asa se intimpla dacd se mai adaugi niste ipoteze. Aceasta este
legea numerelor mari.

Mai intii sa lamurim ce inscamna “fn majoritatea covirsitoare a cazurilor”:
inseamna aproape sigur.

Definitia 5.1.1. Spunem ca (X,), converge la X P-aproape sigur si scriem

X, —F2 5 X (sau X, > X (mod P)) daca
P(limsup X, =liminf X =X)=1 . Daca P(limsup X, =liminf X,,)=1 ,

spunem ca (X, ), este un sir P- convergent aproape sigur.

Observatia 5.1.2. Daca probabilitatea P se subintelege, putem renunta la litera
“P” si scriem doar X ,—*>— X

Observatia 5.1.3. Evident ca daca X, converge la X punctual - in sensul

obisnuit al cuvintului - atunci X —=>— X . La fel de evident este ca diferenta
intre convergenta punctuald si cea aproape sigurd poate fi foarte mare.

Observatia 5.1.4. Tot evident este ca limita aproape sigura a unui §ir de
variabile aleatoare nu este unicd, ci numai unicda aproape sigur. Intr-adevar,

daca X ,—=>—>X si X =Y (a.s.), atunci putem la fel de bine sa spunem ca
Xn a.s. Y ]

Observatia 5.1.5. La fel de evident este ca X, —>>X < X, - X —50,
deoarece

P(limsup X, =liminf X = X)=P(limsup(X,6 — X) =liminf(X,6 - X) =0).

Exemplu 5.1.6. Fie Q@ = R, K = B(R), Xi(o) = sin(ho),

0 . . N
P=(5,+9,) :(5 7;] Sirul X, este divergent, singurele puncte o in care el
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converge sunt cele de forma o = kmx Totusi, X K —2> 0, deoarece
P(X,=0)=1. Sau, daca schimbam putin si luam X,(o)=sin"(o), acesta

converge la O cu exceptia punctelor de forma n/2 + kn. Daca luam, de data

n/2 5nl2

aceasta, P =(6,,, +65,/,) = ( 5 5 J’ atunci X, ——=-1,

Exemplul 5.1.7. Fie Q =[0,1), K = B([0,1)), P = Uniform(0,1) ( = masura
Lebesgue pe Q!) si (a,),., un sir strict crescator de numere pozitive CU
proprietatea ca lima, =0 dar lim(a,, —a,)=0 i, in plus, an,, —ap<1. De
exemplu putem lua a, =Inn sau a, =+/n.

Fied(x)=x-[x] partea zecimald a lui X, Ay, = d([a,, an+1)) = {d(X) : X €
[ananet)} §i X =1p . Observam ca P(Ay) = anes — @ — 0. (De exemplu, daca
a,=Inn, atunci A =[0,In2],A, =[In21)U[0,In3-1),A, =[In3-1,In4-1),
etc. ). A, =[In4-11)U[0,In5-2). Atunci limsup A, = Q si liminf An = & deci
limsup Xy, =Ljimsupp, =1 siliminf X, =15 =0.

(intr-adevar,

limsupAy, = mUd([amk Janika)) = md{U[amk , an+k+1)J = md([an 20)=0Q iar
n k n

k n

liminf A, = Uﬂd([amk JAnik41))= D)
n k
Exemplul 5.1.7 este unul extrem, in care limita superioara si cea
inferioara nu coincid nicaieri.

Exemplul 5.1.8. Fie, pe spatiu probabilizat de la exemplul anterior,
X, = nl( 1) . Atunci X converge evident la 0, deci converge si a.s.
0'7

n

Cum putem decide daca X, - X ? In cazul cel mai simplu, un raspuns este dat
de

Propozitia 5.1.9. Fie (Q,K,P) un spatiu probabilizat si (A,), un sir de

evenimente din K. Presupunem ca seria ZP(AH) este convergenta. Atunci

a.s.
1A“ — 0.

Demonstratie
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Fie B,=A UA, U... . Cum P(B,) < > P(A,,) si seria > P(A,) este

k>0

convergentd, P(B.,) >0 . Dar sirul de multimi (B,), este monoton

descrescator, deci 1B —1lg cuB= ﬁBn si P(B)=1limP(B,)=0.
n=1

n

Dar IimsuplA“: 1 =1.. =1; de unde 0 < lim inflA“ <

e

IimsuplA“ =1,. Cum P(IimsuplA“ # IiminflA“) < P(B) = 0, urmeaza ca sirul

lmsup A,
n k

@ A“)n converge aproape sigur. Putem lua ca limitd a sa, X, orice variabila

aleatoare X =1, unde A este o multime neglijabila. Cel mai simplu e sa spunem
ca 1A“ — 0..g.ed

De aici rezulta un criteriu important cu care putem verifica dacd X , —=>— X

Propozitia 5.1.10. Fie (X,), un sir de variabile aleatoare. Presupunem ca

pentru orice & > 0 seria ) P( X, |> ) este convergentd. Atunci X, —22—0.

Demonstratie
Fie B = {0eQ : X, (®) nu converge la 0}. Atunci B = U B, unde
N

B, ={0eQ: | X_(w) > 1/N de o infinitate de ori}. Cum sirul de multimi (B,,),
este crescator, P(B) = lim P( B, ) — aplicam din nou proprietatea de continuitate

monotond a probabilitatii. Dar seria z P(| X, >1/ N) este convergentd, deci
P(B,) =0 V¥ NdeundeP(B)=0qg.e.d.

Observatia 5.1.11. Conditia din propozitia de mai sus nu este decit suficientd,
nu §i necesarda. De exemlu daca avem un sir descrescator de multimi AjDAD......

cu P(Ay) = 1/n, atunci 1 5 esteun sir descrescator, deci are o limita de forma 1,
CuA=NA, . Deci 1An — 1. Cum P(A) = 0, putem scrie, conform observatiei 3, ca
n

1 a.s. O

Ay

Observatia 5.1.12. Convergentele obisnuite sunt date de o distanta. Adica
putem scrie ca X, — X < V&> 0 exista n.astfel can >n, = d(X,,X) <e.

Aceste convergente au urmdtoarea proprietate. daca din orice subsir al lui
(X,) se poate extrage un sub-subsir care este convergent si limita sa este

aceeasi, sa zicem X, atunci X, —> X . Inr-adevdr, dacd lim X # X , atunci
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exista un & > 0 si un subsir (k) astfel ca d(X, ,X)>¢ , deci din subsirul
( Xy )n nu putem extrage nici un sub-subsir care sa tinda la & Spunem cad aceste

convergente sunt topologice. Convergenta aproape sigurd nu este topologica.
Intr-adevdr, dacd ne uitam la exemplul extrem 1.1.7, in care sirul nu are absolut
nici o limita aproape sigurd, vedem ca el are proprietatea ciudata ca din orice
subgir al sau se poate extrage un sub-subgir care converge la 0. Motivul este ca
P(A,) — 0. Altfel zis, sirul 1, converge totusi la 0, dar in probabilitate.

Definitia 5.1.13. Spunem ca sirul de variabile aleatoare (X ) converge in
probabilitate la X (si scriem X, ——> X) dacalim,_,, P( X,, — X |[>€)=0vVe>0.

Din definitie rezulta imediat ca un sir de forma X, = 1An converge in

probabilitate la 0 daca si numai daca P(A,) — 0. Acesta este cazul exemplului
1.1.7, care ne aratd cum se prea poate ca un sir divergent aproape sigur sa
convearga, totusi, in probabilitate.

Convergenta in probabilitate este una mult mai usor de manipulat, deoarece
ea este topologica: provine de la distanta.

Propozitia 5.1.14. Fie XY doud variabile aleatoare. Definim d(X,Y) = E(X =Y |A
1). Atunci functia d este o semidistanta pe spatiul L(Q,K) al tuturor variabilelor

aleatoare si, in plus, avem echivalenta X, — P X e dX X)) >0

Demonstratie
Cum este evident ca a,b >0 = anl + bal > (a+b)a 1, este clar ca d
este o semidistanti: d(X,Y) + d(Y,.Z) =E[(X =Y A D)+ (Y-ZIA D] 2E(X-Z]A
1).
Pe de alti parte, daci notdm cu Z variabila aleatoare | X - Y|, observam ci
dacd & e (0,1), putemscrie EZ A1) =E(ZA1;Z<e) +E(Z A 1;Z> ) <eP(Z <¢) +
P(Z > ¢) de unde

EZAL)<e+P(Z>¢) (5.1.1)
APOIE(Z AL Z<e)+E(@ZAL,Z>e)>E(ZALZ>¢)>E(g;Z>¢)de unde
E(ZA1)>eP(Z >¢) (5.1.2)
Din (5.1.1) si (5.1.2) deducem clestele
eP(Z>¢e)<E(ZAL) < ¢ +P(Z>¢) (5.1.3)
Sa presupunem acum ca d(X,X,) — 0. Din prima inegalitate de la (5.1.3)

E(X =X, |1l
e

deducem inegalitatea P( X - X, | >¢) < ,adica P(X = X, | >¢) <

d(X,X,)
€
Reciproc, daci pentru orice € > 0 avem ca lim,P( X - X,| >¢) =0, din a doua

inegalitate de la (5.1.3) rezulta ca lim sup,_.. d(X,X,) < ¢ pentru orice ¢>0. Dar ¢

este arbitrar, deci lim d(X,X,) = 0. g.e.d.
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Un caz care implicd imediat convergenta 1in probabilitate este
convergenta in LP..

Definitia 5.1.15. Spunem ca sirul de variabile aleatoare (X,), converge in L” la

X (si notam acest lucru cu X, L—p>X) daca lim, || X, = X || ,= 0.*

Propozitia 5.1.16. Daca X, X pentru un anumit p > 1, atunci X, ——sX.

Demonstratie
L - lz1p, 3
Pentru p e [1,0) folosim inegalitatea evidentd P(/Z |> &) <— "% intr-adevar,
€
p
o LP .. . ”X - Xn”p <
dacd X, ——X, atunci lim, P( X - X, | > €) < lim, =0 . Iar dacid p = o,
€

atunci este i mai evident: X, X = Xy —E X = Xy X g.e.d.

Observatia 5.1.17. Totusi, daca X, —P 5 X, din orice subsir al siu se poate
extrage un sub-subsir care converge la X aproape sigur. Intr-adevdr, aplicam
Propozitia 5.1.10 Prin procedeul diagonal, putem alege un subsir (k,), in asa fel
incit seria > P(l Xy > s) sd fie convergenta pentru orice €>0.

Concluzie. ntre cele trei tipuri de convergenta exista urmatoarele implicatii:

Xo—E X = Xy —E X (p< ) = Xy —2oX 51 Xp—220X = X, X =
an as. X

Asadar, convergenta in probabilitate este cea mai slabd. Este de remarcat ca
nu exista alte implicatii. Astfel:

-Sirul de la exemplul 5.1.3 converge peste tot, dar nu in L*, deci nici in L” cu p

>1

-Sirul de la exemplul 5.1.2 converge in probabilitate si in L? pentru orice

1<p<oo, dar nu a.s.

-Daca luam X, = ocnl( 1y pe @ = (0,1), P = Uniform(0,1), care converge

)
n
punctual la 0, atunci pentru orice p>1 putem gasi un sir (o), astfel ca X,

! Amintim ci daci X este o variabild aleatoare, si p e[1,00] atunci

1
x|, := (E|X |DF dacd p<ocoiar ||X|.. := lim,.. || X||, = ess sup | X| . Inegalitatea
normelor ne spune ca functia p — || X ||, este crescatoare.
2 ||z||g =E|Z|°> EQZ I’;1Z |>g)>gPP(|z I>¢)
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P T .
L 50 pentru p’ < p dar X, nu converge nicaieri daca p’ > p. De exemplu a, =
1
nP

5.2. Legi ale numerelor mari si aplicatii

5.2.1 Legea slaba

Revenim la problema de baza enuntata in paragraful precedent: putem spera
sd gasim repartitia unei variabile aleatoare ,.,empiric”, adicd facind observatii
asupra ei?

Asa pusa fiind, problema nu are sens.

Pentru noi niciodata nu putem face mai multe observatii asupra unei variabile
aleatoare, ci numai una. Daca aruncam un zar de n ori, noi nu observam o
variabila aleatoare, ci un sir de variabile aleatoare X;,...,X,. Putem accepta ca
aceste variabile aleatoare au aceeasi repartitie.

Atunci problema capata sens: avem un sir de variabile aleatoare (X,), care
sunt identic repartizate si am dori sa 11 aproximam repartitia, pe baza
observatiilor facute asupra lui.

Nu cumva am putea si ii calculim, aproximativ, media? In definitiv p = EX;
nu se numeste degeaba ,,medie”!

Raspunsul este: uneori, da.

Propozitia 5.2.1. Legea slabdi a numerelor mari.(\WLLN)?

Fie (X, un sir de variabile aleatoare identic repartizate si necorelate din L

(adica avind si moment de ordin 2). Fie u = EX; , o = Var(X) si fie

-  Xi+X,+.+X . S . —
Xn=21722%% 20 ymedia empirica’. Atunci X n ——s p.
n
. 3 1 o Jlisnix; =1
Ca un caz particular, daca X, ~ 1p p) atunci Xp=——1-—"-
- n

—P 5 p. Acum mediile X se noteaza cu f, si se numesc frecvente relative.

Demonstratie

. . .= Y +Yy +..4Y,
Centram variabilele: fie Yy = X, - p. Atunci Xn- p = 227 %Tn
n

Urmeaza || Xn- p2* = E(Xn- w)’ = Y EYY;. Dar EYY; = cov(X, X)) = 0
i,j<n

¥ abreviere internationald: Weak Law of Large Numbers
* Se mai numeste si “media de selectie”
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o L= 1 2 o? Y. :
dacdi=j.Deci E(Xn- p)? = — YEY? =ni2=0—. Concluzie: Xn —=—sp deci,
N~ 1<i<n n

conform cu Propozitia 1.1.16, Xn— u. g.e.d.

Rezultatul nu mai ramine adevarat dacad renuntdm la ipoteza necoreldrii. De
exemplu, daca X si Y sunt doud variabile aleatoare cu aceeasi repartitie si pe
baza lor construim sirul X, = X daca n este par si X, = Y dacd este impar, atunci

- X +Y
X nVa converge peste tot la =

, care nu numai ca nu coincide cu media, dar

mai este si variabild aleatoare.

Se pot da exemple de siruri de variabile aleatoare identic repartizate pentru
care media empiricd nu converge nicaieri. De exemplu se iau doua variabile
aleatoare X s1 Y si cu ajutorul lor se construieste un sir format doar din X si Y
care nu are limitd Cesaro.

Observatia 5.2.2. Legea slaba se mai numegste Teorema lui Bernoulli. Ea a dat
primul raspuns la intrebarea: putem aproxima empiric probabilitatile? Forma
sa verbala repetata de sute de ani este. Frecventele relative converg in
probabilitate la adevarata probabilitate.

Acest rezultat nu este satisfacator. De aceea teorema lui Bernoulli se numeste
,.Legea slabd”. Faptul ci X nconverge In probabilitate la p nu inseamna de loc ci
sirul X n(w) converge la p pentru toate scenariile , nici macar ci asa ceva se
intimplad pentru ,,marea lor majoritate”. E suficient sd privim exemplul 5.1.7. E
adevarat ca el contine un subsir care converge la p (observatia 5.1.17) dar asta ne
ajutd prea putin.

Am dori un rezultat ,tare” care si ne asigure ci Xn converge la p aproape
sigur. Daca elimindm ipoteza ca natura ne joacd o farsa urita, atunci putem fi
siguri cd dacd tot repetdm un experiment in anumite conditii, ne vom apropia
oricit de media cea “adevirata”.’

Chiar asa se si intimpla.

5.2.2 Legea tare

Pretul este sa inlocuim ipoteza ca variabilele X, sunt necorelate cu ipoteza
mult mai tare ca ele sunt independente.

® Aici e de fapt o problemi de filosofie a satisticii: decretim ci evenimentele de probabilitate 0
nu se intimpla. E o discutie fascinantd, dar mai complicata.
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Fie atunci X:Q — R” vectorul cu componentele X = (X3, X,,....). Componentele
sale X; sunt proiectiile prj(X). In loc si scriem X, , scriem

1 : . .
—(pr,(X)+...4+ pr,(X)) . Avantajul este ca acum avem o singura variabila,
n

anume X. Introducem si functia t: R — R* definitd prin

t(X1, X2y o) = (X2,X3,...) < Pri(t(x)) = prisa(x) V j>1 (5.2.1)
care se numeste shiftul canonic. Daca notam cu f:R” — R prima proiectie ( f =
pr;) atunci putem scrie

Xn= 1(f +fot+fot?+. . .+f ot”‘l)(X) (5.2.2)
n

unde prin t* intelegem toto...ot, compunerea de n ori a lui t cu ea insisi.

Scrierea are avantajul ca ne permite sd ne concentram asupra Unui sir
Cesaro in care apar doar doud variabile: functia f si shiftul t. Cu studiul unor
asemenea siruri se ocupa o disciplind matematica numita teorie ergodica.

Ca sa putem aplica rezultatele din teoria ergodica, ar trebui verificat ca
shiftul invariaza masura.

Este vorba despre repartitia P; = PoX' a vectorului X. Ea este o
probabilitate pe spatiul produs (R”,B*(R)) ° In general nu stim si o calculdm, dar
dacd facem ipoteza suplimentard ca variabilele X, sunt independente si identic
repartizate, atunci este usor de vazut ca P, = F”, unde F este repartitia comuna a
variabilelor aleatoare X,.’

Lema 5.2.3. Pe spatiul (R*,B*(R)) avem ca
(l) Plot 1 = P1
(i) Daca A € B*(R) are proprietatea cd t ™(A) = A, atunci P,(A) € {0,1}

Demonstratie

(i) Trebuie aritat ci Py(t'(A)) = Pi(A) V A € B*(R). Din motive elementare® este
suficient sa verificdm acest lucru pentru un bloc de lungime n, A =
BixBox...xBpxRxRx...

® 5-algebra produs se defineste ca fiind cea mai mica c-algebra generatd de blocuri. Un bloc de
lungime n este o multime de forma B;xB;x...xByxRxRx....... unde multimile B, sunt boreliene.
Multimea D a blocurilor este in mod evident stabili la intersectii finite, deci B*(R) coincide cu
U-sistemul generat de D.

" Amintim ca daca IT; sunt o probabilitate pe un spatiu masurabil (E,E), atunci P = IT;®I1,®....
este probabilitatea pe E” cu proprietatea ca P(ByxByx...xB,xEXEx.....) = T13(B1)IT,(B,)...I1,(B,).
Ca o asemenea probabilitate (numitd probabilitate produs) exista, nu este evident: existenta ei
este data de teorema lui Kolmogorov. Daca I'ly = I, = ....= I1, atunci probabilitatea produs se
noteaza cu IT”. Acesta este cazul nostru.

& Motivul elementar este ci daca doua probabilitati definite pe o aceeasi c-algebra coincid pe un
sistem de generatori inchis la intersectii finite al c-algebrei , atunci ele coincid. In cazul de fata

acest sistem de generatori este multimea D a blocurilor.
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Sa remarcam ci t *(A) = RxA. Intr-adevir, x e t Y(A) < t(X) € A < (Xo.Xs,.....) €

BixByx...xBxRxRx.. S X € By, X3 € BpuoXner € By & X e Rx
BixBox..xBxRxRx.. = RxA. Deci Pyt (A)) = F°( Rx BixByx..xBxRxRx..) =
F(R)F(By)...F(Bn) = F(By)...F(B,) = P,(A). Adica t invariaza probabilitatea P;.
(i) Lucram cu indicatori, cici este mai comod. Ipoteza t *(A) = A devine 1ot = 1,
. Daca punem f in loc de 1, se pune intrebarea ce putem spune despre o functie f
care are proprietatea ca f = fot. Aplicim aceastd functie vectorului X §i avem ca
f(X) = f(t(X)) = f(t(t(X))) = .... sau, scris explicit, ca f(Xy,Xz,...) = f(X2,Xs,...) =
f(X3,X4,...) =

Aici intervine in forta ipoteza independentei.

Deci variabila aleatoare Y = f(X) este independenta de X; (de vreme ce Y =
f(X2,X3,...) 1) si de X, (de vreme ce Y = f(X3,Xq,...) 1), si de Xs, adica de toate
variabilele aleatoare X,. Deci f(X) este independenta de X, adica si de f(X).
Inseamnd ca Y este independenti de ea insisi. Dar atunci ea este constanti
aproape sigur.

Concluzie: dacd 1aot = 14, atunci 1, = constant (mod P;). Aceastd constanta,
fireste, nu poate fi decit 0 sau 1: deci P(A) € {0,1}. g.e.d.

Definitia 5.2.4. Fie (Q,K,P) un spatiu probabilizat. Si fie t: Q — Q masurabild.
Spunem cd t este ergodicd fatd de P dacd Piot ' =Py sit '(A) = A= P(A) € {0,1}

Acum suntem Tn contextul firesc al teoriei ergodice. Putem aplica:

Teorema 5.2.5.(Teorema ergodica) Fie (Q,K.P) un spatiu probabilizat si f
LY(Q,K,P). Fie, de asemenea, t:Q — Q o functie ergodicd. Atunci

L(f o fot Fot?h s fot™) 25 LEF= [ fdp
n

Demonstratia este departe de a fi evidentd §inu o vom da aici.?
Siavem ceva mult mai tare decit am sperat, anume

Teorema 5.2.6. Fie (Q,K,P) un spatiu probabilizat, (E,E) un spatiu masurabil, X
= (Xn)n un sir de variabile aleatoare X,: Q — E cu proprietatea ca shiftul t: E* —
E” este ergodic fatd de repartitia sa Py = PoX' . Fie f: E® — R o functie
masurabila cu  proprietatea ca f(X) € LYQ,K,P). Atunci

1(f +fot+ fot?4.  +f ot”‘l)(X) converge P — aproape sigur la Ef(X).
n

® Cititorul interesat poate gasi multe despre aceasta teorema aici:
http://en.wikipedia.org/wiki/Ergodic_theory. O demonstratie frumoasa se poate gasi in
cursul lui I. Cuculescu (1974) sau Tudor. Demonstratia originala a autorului (Birkhoff
1931) este aici: http://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC1076138/?page=1
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Demonstratie
Nu avem decit si aplicim teorema ergodicd pe spatiul (E*,E”,PoX™).
g.e.d.

Avantajul acestei formuldri a legii tari a numerelor mari este ca se poate
generaliza si la alte tipuri de siruri de variabile aleatoare — de exemplu la lanturi
Markov sau la proces stationare.

Ca sd o Intelegem mai bine, o sa ii scriem citeva particularizari.

Corolarul 5.2.7. Fie (X,), un sir de variabile aleatoare i.i.d. cu valori intr-un
spatiu masurabil (E,E) si fie f: E* — R o functie masurabila cu proprietatea ca
f(X1,Xz,....) € L*. Atunci
1 .
ﬁ(f(xl,xz,...)+f(xz,xs,..)+...+f(xn,xml,..))&ff(xl,xz,..) (5.2.3)
St acest enunt este foarte general. Ca sa il putem aplica, ar trebui sa putem
calcula membrul drept. Particularizdm la cazuri calculabile. De exemplu daca
variabilele aleatoare sunt reale iar f depinde doar de o multime finitd de
componente:

Corolarul 5.2.8. Fie (X,), un sir de variabile aleatoare i.i.d. si fie R —> R 0
functie mdasurabild cu proprietatea cd f(Xy,X,,..., %) € L' Atunci

1
H(f(xl’ Xoro. X )+ F(Xos Xar. Xieot)+o b T (X Xipags oo Xt )J—esEA(Xg, Xorn X ) (5.2.4)

Avantajul este ca acum chiar putem calcula membrul drept, folosind formula
de transport.

Daci PoX,* = F, atunci Ef(Xy,...,.X,) = | fdF¥ .

Daca, de exemplu, F are o densitate p fatd de masura Lebesgue, atunci

Ef(Xy,....Xq) = I f(Xq, Xg ey Xg Jp(Xq J0 (X2 )oop(Xi JXgAX5 ... Xy

O particularizare si mai mare este cea cu care am inceput: daca f =pr;.

Corolarul 5.2.9. Legea tare a numerelor mari (SLLN)*
Fie (Xo)n un sir de variabile aleatoare i.i.d. din L. Fie F repartitia lor si n =

EXy= deF(x). Atunci X = Xq+ Xz:...+ X

L converge a.s. la ..

Exemplul 5.2.10. Fie X, variabile aleatoare pozitive i.i.d. si repartitia F. Atunci
media geometricd XX ,..X, converge a.s. la e&"* = /"™ (ntr-adevr,

19 abreviere internationala: Strong Law of Large Numbers
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logaritmind expresia avem 1(In Xy +InX, +..+InX, ) = EInX,). Dacd P(X,= 0) > 0,
n

atunci limita este 0.

Exemplul 5.2.11. Media lor armonica converge la 11 EXi Intr-adevar,

Exemplul 5.2.12. (Procese de reinnoire). Fie (cn), un sir de variabile aleatoare
I.i.d. strict pozitive a.s. si To=0 iarn>1=T,= o1 + ...+ o, Fie N(t) = max{k:Ty <
t}. N(t) este un contorcare numara cite variabile o; au aparut pina la momentul t.

. N 1 - . . .
Atunci t(t) as_, . Intr-adevar, N(t) =n < T, <t < Tp+1 . Daca t — o, atunci
01
. T, ot T . N
n — oo §i avem clestele —- < N_(t)< —= In care termenii din stinga §i din dreapta
n n

au aceeasi limita, anume Eo;.

Posibilitatea statisticii: teorema lui Glivenko

Revenim la problema initiala: putem spera sa aproximam, empiric, functia de
repartitie a unei variabile aleatoare X?

Daca dispunem de un sir de observatii independente asupra ei, raspunsul este,
da.

Cu conditia s punem problema corect.

“Observatii independente asupra lui X” inseamnd de fapt un sir de variabile
aleatoare (X,), care sunt independente, identic repartizate si avind aceeasi
repartitie ca X.

Exemplu 5.2.13. Se da un zar, posibil falsificat si dorim sa estimam
probabilitatile pi = P(X = 1), 1 <i < 6. X este rezultatul unei aruncari a zarului.

Exemplu 5.2.14. Se arunca la intimplare doud puncte A, B intr-un pdtrat de
laturd L = 1. Segmentul AB are o lungime aleatoare X e [0,+/2 . Am dori sd fi
gasim functia de repartitie in ipoteza ca ,,la intimplare” inseamna ca punctele A
si B sunt vectori aleatori independenti repartizati uniform in patrat.

In ambele cazuri problema este similara, desi cu grad de dificultate tehnica
diferit.

Fie (Xn)n un sir de variabile i.i.d. cu functia de repartitic F. Deci F(x) = P(X; <
x). Ti atagam functia de repartitie empirici si aritim ci ea converge la F.
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Definitia 5.2.15. Fie (X,), un sir de variabile aletoare i.i.d. Sirul de variabile

aleatoare F,(x) = 1‘{an:Xj SX}‘ se numeste functia de repartitie empiricd
n

calculata in X.

Propozitia 5.2.16. Pentru orice n > 1, Y, := nFy(x) sunt variabile aleatoare

repartizate Binomial(n, F(x)). Deci EY, = F(x), Var(Y,) = nF(x)(1 — F(x)). In plus,

Fa(X) —2> F(X)

In cuvinte: Functia de repartitie empirica converge aproape sigur la adevarata
functie de repartitie.

Demonstratie
Fie Z; = Lx <} Variabilele z; sunt i.i.d. repartizate Binomial(1,F(x)) iar

Zi+Z,+.+2Z

Fn(X) nu este altcineva decit L care, conform SLLN converge a.s.

la EZ; = F(x). g.e.d.
Si totusi, se poate si mai bine.

Este adevarat ca F,(x) converge punctual la F(x). Dar functia de repartitie F:R
— [0,1] este definitd pe o multime nenumarabila.

Nu cumva multimea Q; = {® € Q| Fy(x)(0) — F(x) pentru orice X e R} poate
sa fie de probabilitate micd, sau chiar 0? Noi am vrea sa estimdm functia de
repartitie F 1n toate punctele, nu numai intr-un singur x!

Din fericire, lucrurile nu stau asa. Nu numai ca P(Q) = 1 (ceea ce transeaza
problema), dar se poate demonstra chiar mai mult:

Teorema 5.2.17. (Teorema lui Glivenko) Fie Ay(®) = sup | F(X)(®) - F(X)
| distanta uniforma dintre functia de repartitie empiricd dupd n observatii §i
adevarata functie de repartitie. Atunci A, —2>— 0

Functia de repartitie empirici converge aproape sigur uniform la
adevarata functie de repartitie.

Nu vom da demonstratia acestui rezultat.™*
Semnalam ca ea este foarte mult imbunatatita daca functia de repartitie F este

continua. Un rezultat de matematica grea este urmatorul

Teorema 5.2.18. (Teorema Kolmogorov — Smirnov) Daca F este continud, atunci

! Cititorul interesat poate consulta Teoria probabilitatilor de Cuculescu (1974) sau Tudor (1980).
Sau poate vedea mai multe referinte aici
http://en.wikipedia.org/wiki/Glivenko%E2%80%93Cantelli_theoremhttp://en.wikipedia.org/wiki
/Glivenko%E2%80%93Cantelli_theorem
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limn,.P(v/n Ay <X) =

Metoda Monte Carlo

Metoda se foloseste intr-0 serie de probleme unde apar calcule prea grele
pentru a fi abordate determinist. Ele sunt de doua tipuri: calcul de integrale sau
probleme de optimizare.

Calcul de integrale.

Sa presupunem ca vrem sa calculam o integrala de forma

| = [ £ (X een X )X O, . Xy = [ £ 1 AR
c

(5.2.5)

unde C este un compact de masura Lebesgue pozitiva si f o functie
integrabild pe acel compact. Ideea este sa generam un sir de vectori aleatori
independenti X, repartizati  uniform in  compactul C.  Atunci
1 .
Z(F(X)+ ot F(X,)—22>Ef (X, ). Dar, conform formulei de transport, Ef(X,) =
n

[ fdU¢ - [ F(Xg,er X Jdxqdx,..dx, .Deci algoritmul este

*(C)
[ £ (X0 A dxp.dx, = AX(C)x[as.  lim,., %(f(x1)+...+ f(X,) 1
Cc
(5.2.6)

A simula un vector aleator repartizat uniform intr-un compact nu este un
lucru simplu. Uneori insa, este simplu: daca C = [a;,bi]x[az,bs]x...x[a,bi]. Atunci
Xn = (Xn1,-.,Xnk) este usor de simulat: componentele sale sunt variabile aleatoare
independente repartizate Uniform(ai,bi). Toate mediile de programare (R, C++,
Java, R, Matlab, Excel etc) au in dotare cel putin generatoare de numere
pseudoaleatoare, repartizate Uniform(0,1)

Revenind la Exemplul 1.1.11. Urmatoarea secventa (sau, cum i se mai
spune, ,,script”) din mediul de programare ,, R”:

segmentl<-function(n)

{xa=runift(n) ;xb=runift(n);ya=runift(n);yb=runift(n)

d=sgrt((xa-xb)"2+(ya-yb)"2)

d}

face n simulari (instructiunea xa=runif(n) produce un vector de lungime
n cu componentele variabile aleatoare repartizate Uniform(0,1)

Cu instructiunea

> d<-segmentl1(1000000) ; summary(d)

generam 1000000 de segmente carora le calculam lungimea. Apoi ni se
furnizeaza minimul, maximul, prima cuantila, mediana, media si cuantila a treia.

144



Sigur ca este vorba de cuantilele de selectie (se poate arata, tot pe baza
SLLN ca si cuantilele de selectie converg la adeviratele cuantile). Conform
SLLN ne asteptam ca aceste variaile aleatoare (caci asta sunt!) sd nu oscileze
prea tare si si ne dea informatii despre repartitia variabilei aleatoare X = || A-B|.

Iata rezultatul a 10 simulari de cite 1 milion de segmente

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max .

0.0007994 0.3276000 0.5118000 0.5214000 0.7049000
1.3560000

0.0002333 0.3278000 0.5116000 0.5211000 0.7043000
1.4010000

0.0003137 0.3284000 0.5117000 0.5214000 0.7043000
1.3670000

0.0005139 0.3279000 0.5119000 0.5213000 0.7044000
1.3760000

0.0006177 0.3277000 0.5117000 0.5210000 0.7043000
1.3880000

0.0008395 0.3284000 0.5119000 0.5212000 0.7041000
1.3860000

0.0004015 0.3283000 0.5123000 0.5215000 0.7046000
1.3860000

0.0008071 0.3279000 0.5113000 0.5209000 0.7039000
1.3790000

0.0006265 0.3282000 0.5113000 0.5213000 0.7045000
1.3820000

0.0005321 0.3284000 0.5126000 0.5215000 0.7046000
1.3800000

Observam ca media reprezintd o remarcabila stabilitate: primele doua
zecimale nu se schimba. La fel si mediana. Putem avea o idee despre precizia
estimarii comparind cu lucruri cunoscute: stim ca maximul esential al lui X este

V2 s1 minimul este 0. Maximul empiric al lui X pare sa fie = 1.38 iar minimul
pare afi = 0.
Calculul exact este aproape imposibil de facut. Teoretic, avem de calculat
urmatoarele
FOO = PX < ) = P(xa - X + (a - ¥y < %)
(5.2.7)

EX = E \/(XA_XB)2 +(YA—YB)2

(5.2.8)
unde A(xaya), B(xg,ys) sunt punctele aleatoare repartizate uniform in patratul
unitate.
Formal, se dau patru variabile aleatoare independente: x, Xs, Ya, Ys Si s¢ cere sa se
calculeze cantitatile (5.2.7) si (5.2.8). Prima revine la a calcula masura Lebesgue
4-dimensionald A* a multimii My = { Xa, Xg, Ya, Y& € [0,]: (Xa — Xg)* + (Ya — Ys)* < X}
lar a doua, pe baza formulei de transport, la a calcula integrala
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EX= féjéjéj(l)\/(XA —XB )2 +(Ya-Vs )2 dxadxgdy adys

Prima cantitate se poate calcula exact, cu mult efort; pentru al doua, nu exista
formule prin cuadraturi.

Ca sa avem o idee de puterea metodei, 0 putem compara cu metodele
deterministe de calcul ale integralelor multiple. Tot o suma avem de facut, dupa
ce ludm cite o diviziune pe fiecare axa. Daca diviziunea este echidistanta cu 20
de puncte, vom avea de calculat valoarea functiei de integrat in 204 = 160.000 de
puncte. Nu e sigur ca eroarea va fi mai mica!

Putem concluziona ca X este o variabila aleatoare cu media ~0.521 si
mediana~.512

De curiozitate, prezentdm si graficul unei functii de repartitie empirice dupa
100.000 de probe.

Fct. rep.empirica dupa 100000 de observatii a v.a. X

10

03

0.6

04

02

1 T T T T 1 1 1
o0 0z 04 06 0.3 1.0 1.2 1.4

d
X este lungimea unui segment aleator in patratul unitate

Calcul de maxime-minime.

O problema fundamentald in matematica aplicata este de a gasi maximele si
minimele unei functii f:C — R unde C este un domeniu din R*. Exista multe
metode deterministe de a face acest lucru — acesta este domeniul teoriei
optimizarii. Exista doua tipuri de agoritmi : deterministi si probabilisti.

Ideea de baza a algoritmilor probabilisti este de a arunca o ploaie de puncte
»la intimplare” cu mai multd sau mai putina inteligenta .

Propozitia 5.2.19. Fie f:C — R o functie marginita definita pe compactul cu
interior nevid C c R* Fie (X,), un sir de variabile aleatoare repartizate uniform
in Csi Y, = max(f(Xy),...,f(Xn), Zn = min(f(Xy),..f(Xy)). Atunci (Y,), este un sir
crescator de variabile aleatoare, (Y.), este un sir descrescator . Primul
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converge aproape sigur la Esssupf iar al doilea la Essinf f. > Daca f este
continud, atunci Y, —2>— max(f) si Z, —2>- min(f)

Demonstratie
Fie F functia de repartitie a variabilei aleatoare f(X) unde X ~
Uniform(C). Deci F(x) = P(f(X) < x) = P(X € f*(-o0,x]) = A*(F(-o0,x])/A5(C).

Fie M = ess inf f. Atunci P(Y, < M - g) = P(max(f(Xy),...,f(Xy)) < M - ¢). Dar
variabilele f(X,) sunt independente, deci

P(max(f(Xy),....f(Xn)) <M - €) = P(f(X1) <M - g, f(X2) <M - ¢,... f(X,)) <M - ¢)

= P(f(X1) < M - g)P(f(X2) < M - g,)..P(f(Xy)) < M - €) = F'(M - g). Cum M este
supremul esential, F(M - €) < 1, deci F "(M - ¢) — 0. Deci P(Y, <M - g¢) — 0. Dar
sirul Yy, fiind crescator, are o limita, Y... Rezulta caP(Y,,<M-¢) =0V ¢. Deci Y,, >
M. Pe de alta parte, Y, < M deoarece toate variabilele aleatoare f(X;) au aceasta
proprietate. Inseamnd ca Y, = M P-a.s. < Y, = M (\a.p.t).

Dacd functia este continud, nu mai este nevoie de precautia ca ea sd fie
marginita: sigur ca este, deoarece orice functie continud duce compacte in
compacte. Mai mult, atunci maximul ei coincide cu supremul esential din
urméatorul motiv: fie M = max f. Atunci multimea {x € C | f(x) > M - ¢} este
deschisa in C, deci are interior nevid. Orice multime de interior nevid are masura
pozitiva. Adica M are proprietatea care defineste supremul esential.

Demonstrarea afirmatiilor legate de minim sau infimul esential este analoga.

g.e.d.

Observatia 5.2.20. Acesta este cel mai simplu algoritm, deoarece lucreaza ,,in
orb”, fara memorie. Perfectionarea lui duce la , algoritmii genetici”. Daca
apelam si la un minimum de memorie, retinind punctele de minim si maxim
gdsite, atunci putem avea o idee despre Argmin f'si Argmax f*3

Exemplul 5.2.21. Pentru a vedea cit este de tare algoritmul, sa luam o functie
cdreia ii putem calcula extremele, de exemplu f(xy) = xay — xy, f:[0,1]* - R.

Verificati ca max f = f( %, % ) = %, minf =0. Puncte de minim sunt o infinitate —
frontiera patratului unitate, dar existd un singur punct de maxim.. Aplicam
metoda Monte Carlo si sa vedem ce rezulta. Dupa 1000 de simulari a rezultat
minimul min f= 4.069785e-07 (in loc de 0), maximul max f=0.2480471 (in loc
de 0.25), punctul de maxim z = (0.5315545, 0.5295112) (in loc de (0.5, 0.5)!) si
un punct de minim de coordonate (0.8046973, 2.083834e-06) . Daca insa facem

12 Supremul esential al unei functii definite pe un compact de interior nevid C este un numar M
cu proprietatea cé f(X) < M pentru aproape toti X € M i masura Lebesgue a multimii {x € C | f(x)
> M - g} este pozitiva V €>0. Similar, infimul esential este un numar m cu proprietatea ca f(x) >
M pentru aproape toti X € M si misura Lebesgue a multimii {x € C|f(x) <M + ¢} este pozitivi
Vv €>0. A nu se confunda cu supremul si infimul De exemplu, daca f = 1, — 1,- cu A diagonala
patratului unitate din plan, si A’ cealalta diagonala atunci sup f =1, inff=-1, dar ess sup f = ess
inff=0.

Bo notatie pentru punctele in care se gaseste maximul sau minimul.
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10000 de simulari, obtinem minf =9.063544e-09, max f = 0.2499187, Argmax(f)
= (0.4966409, 0.4967819), Argmin(f) =(0.9999011, 9.165588e-05) .

De regula algoritmii Monte Carlo nu se aplica decit in extremis — daca nu
avem altceva mai bun.
Viteza de convergentd la WLLM si SLLM este datd de o® = Var(X;).

5.3. Convergenta in repartitie

Spre deosebire de convergentele din capitolul precedent, convergenta in
repartitic nu se refera ca convergenta variabilelor aleatoare, ci la cea a
repartitiilor lor. Propozitia ,, X, converge la X in repartitie” cu notatia X, —2_ X
trebuie inteleasa in sensul ,,repartitiile variabilelor aleatoare X, converg la
repartitia lui X .

De obicei, notiunea de convergenta este legata de o topologie: un sir de
repartitii F, are limita F daca in afara oricarei vecinatati a lui F exista cel mult un
numar finit de termeni a1 sirului.

Si tot de obicei, notiunea de vecindtate este legatd de o distanta: o vecinatate
a unui punct F este o multime care contine o bild de centru F si raza .

Convergenta tare

Cele mai folosite distante sunt date de norme: d(F,G) =||F - G||.

Repartitiile variabilelor aleatoare sunt probabilitdti pe dreaptd. Probabilitatile
sunt masuri finite pe (R, B(R)). Diferenta a doua masuri finite este o masura cu
semn.

Aici trebuie amintite unele lucruri elementare: masurile finite cu semn pe un
spatiu masurabil (E,E) formeaza spatiu vectorial. O masurd cu semn p: E > R
se poate intotdeauna scrie sub forma pu = p. - p. unde p. si p. reprezintd partea
pozitiva §i partea negativa a masurii. Aceasta este descompunerea Hahn —
Jordan.*

Mai mult, existd o multime H < E *° cu proprietatea w.(E) = p(H) si u(E) = -
w(E \ H). Ea are proprietatea ca w(AnH) >0, u(A \ H) <0 pentru orice A € E .

Misura | u| := p, + p. se numeste variatia lui w iar functia definita prin || u|
=|ul(E) = 2u(H) - W(E) este o normi: |uf|=0=pu="0si |+ | < ]l + 1l
V' W, 1; Masuri cu semn.

4 Vezi orice manual de teoria masurii sau, de exemplu aici:
http://www.math.purdue.edu/~zhang24/SignedMeasure.pdf

1> Ea se numeste mulfimea Hahn atasata lui p. Dacd, de exemplu, p = p-v, unde v este o masuri
oarecare, atunci H = {p > 0}

148



Norma se calculeaza usor dacad p are o densitate fatd de o masura adevarata,
v: mai precis, daca p = p-v, atunci ||| = [jpldv *.

De exemplu daca F si G sunt doua repartitii discrete cu acelasi suport, F =
%ijXj , G = %quXj ,atunci v = %5xj , densitatea lui F ar fi (p);, ceaa lui G ar

fi (q;); iar distanta intre F i G ar fi |[F-G|| = 2| Pj—ajl-
j

Definitia 5.3.1. Fie (E,E) un spatiu masurabil. Fie (F.), si F probabilitati pe el.
Spunem cd F, converge tare la F dacd |F - F,|| — 0. Notdam acest lucru prin

nFI’I—S) F”'

Propozitia 5.3.2. Fie (E,E) un spafiu masurabil.

(). Daca F si G sunt doua probabilitati pe E, atunci d(F, G) € [0,2]. Daca
d(F,G) = 0, atunci F = G iar daca d(F,G) = 2, atunci exista o multime A in asa
fel incit F(A) = 0 5i G(A) = 1. Spunem ca F si G sunt singulare.

(i)). Daca v este 0 masura oarecare si F, = v, F = f-v sunt probabilitati,

. 1 . . .
atunciF,* yF< fnﬂﬁ. O conditie suficientd caf, sa convearga la
in L' este ca f,sd convearga la f v - aproape sigur.

(iii). Daca F, 5 F, atunci F,(A) - F(A) ¥ A € E. Reciproca nu este
adevarata. Ca un caz particular, daca F, §i F sunt repartitii de pe dreapta reala,
atunci functiile lor de repartitie converg: Fq((-00,x]) = F((-0,x]). V'

Demonstratie

(i). Fie pn=F - G.Deci WE) = F(E) - G(E) =1 -1 =0. Fie H multimea Hahn
atasata lui p. Atunci || ;,L||= 2u(H) - w(E) = 2u(H). Daca || ;,L”: 2, atunci p(H) = 1=
F(H) - G(H) = 1. Dar F si G sunt probabilitati, deci F(H) = 1 s1 G(H) = 0.

(ii). [|Fa=F[ = J|f - faldv, deci e clard echivalenta Fy—> 5 F < f,_E(EEY) .
Interesanta este cealaltd afirmatie, deoarece in general nu este adevarat ca daca f,
converge la f aproape sigur, converge si in L' (vezi exemplul 1.1.8). Dar la noi

exista conditia foarte tare ca fn sa convearga la 0 densitate de probabilitate.
Folosind egalitatea | x| = 2x, - x si avem

16 Notatia pu = p.v este acceptatd de majoritatea matematicienilor pentru a desemna masura de
densitate p si baza v. Precis, sensul este (p-v)(A) =[pl,dv pentru orice A € E. Alti autori
folosesc 1n acelasi scop notatia du = pdv, care are avantajele ei, deoarece atunci cind calculam
integrala, densitatea ,,iese in fata”: [ fd (p . v)= [ fpdv .

7 Se obisnuieste notatia F(x) In loc de F((-c0,x]). Daca suntem atenti, nu este nici un pericol de
confuzie: daca A este o multime, F(A) inseamna probabilitatea lui A si daca x e punct, F(X)
inseamnd F((-o0,X]).
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J|f = foldv=2(f - f,),dv+[(f = f)dv = 2(f - f,),dv. Sirul (f - f,). tinde v-a.s.

la 0 este dominat de f care este in L*. Teorema de convergenti dominati ne spune

atunci cd putem comuta limita cu integrala: lim, [|f — f |[dv = [lim| f — f [dv = 0.
n

(iii). | Fa(A) = FA) < [F, = Fl(A) < |Fo = F ||. Pentru a doua afirmatie, vezi
exemplul 1.3.7 de mai jos. [

Exemple de aplicare

Exemplul 5.3.3. Daca (pn). este un sir de probabilitati cu proprietatea cd np, —>
A, cu A >0, atunci repartitiile Binomial(n,p,) converg tare la Poisson(1). Intr-

adevar, putem lua v = Y8, masura cardinal cu suport multimea numerelor
n>0
i

naturale si densitdtile f,(i) = C} p! (1- p, )"_i () = k_| . Verificati ca f, — f.
i!

Exemplul 5.3.4. Fie F, = (1—%60 +£6n Atunci F,—_ & .
n n

Exemplul 5.3.5. Daca a, — a si b, — b, atunci Uniform(a,,b,) — Uniform(a,b).

Exemplul 5.3.6. Mai general, familiile de repartitii obisnuite: (Geometric(p),
Negbin(k,p), Gamma(k,1), N(x, %) etc) sunt continue in parametru: A, - A =
Gamma(k,r,) —5 5 Gamma(k,A); pun = u, on > = N(un,on) ——5 N(u,0). Nu
avem decit sa verificam ca densidtile converg.

21
Exemplul 5.3.7. Fie A = U (2%, 2K*1
k=0 2" 2"

1si Fn = (2-1An )-k, unde A este mdsura

Lebesgue. Fie f = Uniform(0,1) = 1x-A. Atunci |F, - F|| = 1 (intr-adevar,
1 daca xeA,
norma este egala cu j‘lAﬂ —1(0Y1)‘dk iar (1Aﬂ ~Loy Xx)z -1 daca xe(01)\A,).
0 in  rest
Totusi, F,(A) — F(A) pentru orice multime boreliana A din urmatorul
motiv:remarcam ca F,(A) < 2F(A) pentru orice A € B (#). Fie atunci C ={A € B

(#): Fo(A) — F(A)}. Familia C este un u-sistem (singurul lucru cu probleme este

sa aratam ca daca (A este un sir de multimi disjuncte cu proprietatea ca Fn(Ay)

— F(A), atunci si Fo(UA ) = FIUA ) © X F (A ) >XF(A) ceea ce rezultd din
k k k k

faptul cd seriile Y F,(A,) sunt dominate de 2% F(A,)). Acest U-sistem contine
K K

intervalele A = (-oo,X]. Intr-adevdr, pentru x <0 sau x >I functiile de repartitie
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chiar coincide: Fy(x) = F(x). Daca 0 < x < [ se arata imediat prin inductie ca
|[2”‘1x+%]—2”‘1x|

Fa(X) = x + deciO<F,-F<2"

2”—1
Deci functiile de repartitie converg uniform, (F,- F)(A) converge la O pentru orice
A si totusi F, nu converge tare la F.

Exemplul 5.3.8. Daca F este o repartitie discretd si G este o repartitie continud,
atunci ||F - G|| =2 - adica maximul posibil. In consecinti niciodati nu se poate
aproxima in sensul tare o repartitie continud cu un sir de repartitii discrete.

In multe situatii se pune problema evaludrii momentelor unei variabile

aleatoare aproximindui repartitia cu alta. Schema mentala este ,,Daca X,—2 5 X,
atunci poate ca si EX, —> EX”

Este oare convergenta tare suficientd pentru a asigura convergenta
momentelor?
Uneori chiar asa se intimpla, dar in general raspunsul este negativ. Daca
0 n
11 1), X=0~8, vedem ca desi F,— F, EX,
n n
=1 nu converge la EX = 0. Problema convergentei momentelor este dificila.*®

ludm, de exemplu, X,~F, =

Convergenta slaba

Convergenta tare, desi cea mai naturald, nu rdspunde satisfacator problemelor
de statistica. Toate repartitiile vizibile in statistica sunt repartitii empirice, deCi
sunt discrete. Exemplul 5.3.7 ne aratd ca nu se pot aproxima repartitiile continui
cu repartitii discrete. Ce putin nu in sensul tare.

Teorema lui Glivenko ne spune cd (uneori, vezi mai sus) functiile de
repartitie empirice converg la adevdrata functie de repartitie. O idee ar fi sa
decretam ca

Definitia 5.3.9.(Definitie intermediara) Fie (F,), un sir de repartitii pe dreapta.
Fie F o altd repartitie. Spunem ca F, — F daca F,(x) — F(x) pentru orice x € R.

Dar aceasta definitie are doud neajunsuri. Amindouad serioase.
In primul rind, ca sa fie ceva care corespunde intuitiei, ar trebui ca, daca x, —>

. g g . < 1
x , atunci §i 8, sa conveargd la ;. Sinu este aga. De exemplu, daca x, = =, X, —>
n

18 Cititorul poate consulta, de exemplu, loan Cuculescu, Teoria Probabilititilor, Bucuresti, All,
1998, pg 281-368.
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0, dar functiile de repartitic sunt Fy(x) = 1[1 )(X) — LX) ; limita nu este o
—,00
n
functie de repartitie fiindca nu este continud la dreapta. Am fi vrut sd convearga
la functia de repartitie a lui &, care este 1y ).

In al doilea rind, ar fi preferabild o definitie care s se poata extinde si la alte
spatii masurabile, nu numai la dreaptd. Am vrea sd ddm un sens, de exemplu, si
notiunii de convergentd dacd avem de a face cu repartitii in plan sau in spatiu.

De aceea s-a ales alta definitie. Ea are sens pe spatii mai generale, dar ne
multumim aici cu spatiile euclidiene, care sunt cel mai bine cunoscute.

Definitia 5.3.10. Fie (F.),, F repartitii pe spatiul euclidian (R°, B(R®)). Spunem
ca F, converge slab la F daca | fdF, — [ fdF pentru orice functie continua si
marginitd f.%°

Notam acest fapt prin ,,F, = F”

Daca X, ,X sunt vectori aleatori cu repartitiile F, si F, in locul notatiei ,,F, =
F” se foloseste, prin abuz de limbaj, notatia ,X,—L2 5 X care se citeste ,,X,

converge in repartitie la X”. Se admite si notatia ,,X,—2 5 F” | care se citeste
.»Xn converge in repartitie la F.

Proprietatile cele mai importante ale acestei notiuni sunt sintetizate in
urmatorul rezultat — Teorema Portmanteau.

Propozitia 5.3.11. (Teorema Portmanteau)

Fie E=R’ d>1, E = B(R% si (F,)., F probabilititi pe (E, E).

Atunci urmatoarele proprietati sunt echivalente

M | fdF, —| fdF pentru orice f continua si marginita

(i) [ fdF, —[ fdF pentru orice f uniform continua si marginita

(iii)  limsup F,(C) < F(C) pentru orice multime inchisa din E

(iv) liminf F, (D) > F(D) pentru orice multime deschisa din E

v) lim F,(A) = F(A) pentru orice multime A cu frontiera F- neglijabila (adica
F(A\Int(A)) = 01).

(vi)  (doar pentru d = 1): F,(x) — F(x) V x punct de continuitate pentru F

(vit)  (doar pentru d = 1): Fy(x) > F(x) V X e I"unde I este o multime
numarabila densa din N.

Nu vom demonstra aceasta teorema. Unele implicatii sunt simple, altele mai
laborioase.”

Y Multimea functiilor reale continue si marginite pe R se noteazd cu Cb(ﬂ%d).
2% Joan Cuculescu, Teoria Probabilitdtilor sau
http://en.wikipedia.org/wiki/Convergence of measures. Sunt sute de carti care contin
demonstratia.
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Observatia 5.3.12. Toate punctele teoremei de mai sus pot scrise in termini de
variabile aleatoare. Daca in loc de F, si F punem X, si X obtinem urmdatoarele

caracterizari echivalente ale faptului ca X, —2_5 X:
0] Ef(X,) — Ef(X) pentru orice f continuad si marginitd
(i)  Ef(X,) — Ef(X) pentru orice f uniform continua si marginita
(iii)  limsup P(X, €C) < P(X €C) pentru orice multime inchisa din E

(iv) liminf P(X, eD) > P(X €D pentru orice multime deschisa din E
(v) lim P(X, €A) = P(X €A) pentru orice multime A cu frontiera F-
neglijabila

Observatia 5.3.13. Nu trebuie sa credem ca daca F, sunt functii de repartitie §i
F, = F, atunci §i F este functie de repartitie. Exemplele sunt nenumarate: 1
sunt functii de repartitie care converg la 0, la fel si functiile de repartitie pentru

Uniform(0,n) (adica Fy(x) = min(X—+,1)) etc. Este fenomenul cunoscut ca “escape
n

to infinity” sau “se pierde masa spre infinit”.

Observatia 5.3.14. Daca dorim sa avem o familie de probabilitati care sa fie
relative compacta (din orice §ir sa se poata extrage un subsir Cauchy), atunci
trebuie ca ea sa fie “tight”: pentru orice € > 0 sa existe un compact C cu
proprietatea ca F(C) > 1 - & pentru toate probabilitdtile F din acea familie
(Teorema lui Prohorov)®.

Remarcdm urmatoarea consecintd imediata a teoremei Portmanteau:

Corolarul 5.3.15. Fie X,.X vectori aleatori. Daca X, —" s X, atunci X, —2_ X.
Convergenta in probabilitate implica convergenta in repartitie.

Demonstratie

Daca X, —P 5 X, atunci contine un subsir care converge a.s. la X. Daca f
este o functie continud, atunci f(X,) converge aproape sigur la f(X). Daca f este si
marginitd, teorema de convergentd dominatd arata ca Ef(X,) — Ef(X).

Ce avem de facut daca dorim sd verificdim o conjecturd de tipul “F, = F’?
Nici una din retetele din Teorema Portmanteau nu pare sd functioneze. Nici
macar in cazul unidimensional: este usor de zis “verifica daca F,(x) converge la
F(x) pe o multime densa”, dar e mai greu de facut.

Existd un instrument care ajuta 1n multe cazuri, anume functia
caracteristica.

2! De exemplu http://en.wikipedia.org/wiki/Prokhorov%27s_theorem
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Definitia 5.3.16. Fie F o repartitie pe (R*B(R%). Functia or: R® —C definita
prin

or(t) = [e"™dF(x)

(5.3.1)
se numeste functia caracteristicd a lui F. (Un punct x din R este un vector
coloand; t’ este transpusul lui t deci t’x este produsul scalar dintre t §i x : t'X =
tiX; + tXo + ...+ t4Xg). Daca F este repartitia unui vector aleator d-dimensional, X,
atunci scriem oy in loc de or si, pe baza formulei de transport, avem
ox(t) = Ee"™

(5.3.2)

Functia caracteristica are proprietatea de a fi multiplicativa: daca X si Y sunt
vectori independenti, atunci ox.y = @x@y . Dacd este de clasa C”, atunci X are
toate momentele finite si ele se pot calcula prin derivari. Ea are insa o
proprietate suplimentara pe care analogul sdu real (functia generatoare de
momente mx(t) = Ee") nu 0 are: aceea cid domeniul siu de definitie este acelasi
indiferent de repartitia F si cd ea caracterizeaza astfel, repartitia. Mai precis,
avem

Propozitia 5.3.17.

(i) Fie F §i G doud repartitii pe (R°,B(R%) cu proprietatea cd ¢ = s. Atunci F =
G (Teorema de unicitate).

(ii) Presupunem ca (Fy)n este un sir de repartifii cu proprietatea ca sirul g este

convergent i limita sa, @, este continua in 0. Atunci exista o repartitie F' cu
proprietatea ca ¢or = ¢ si F, = F. Sau, Tn termeni de variabile aleatoare: daca
(Xn)n sunt vectori aleatori d-dimensionali independenti si ¢x_—> ¢, @ continud in

0, atunci exista o repartitie F ca X, BEN =)
Nu vom demonstra nici aceasti teoremi fundamentala. %
Cu ajutorul ei insd putem arata

Propozitia 5.3.18.

(). Daca F, = F §i G, = G, atunci F,®G, — F®G (sau, acelasi lucru in
termeni de variabile aleatoare dacd X, —2—X, Ya—25 Y X, independent de Y,,
atunci (Xn,Ys) —2— (X,Y))

(ii). Daca F, = F si G, = G, atunci F,*G, — F*G ( 1n termeni de variabile
D, X, Ya—25Y X, independent de Y,, atunci X,+Y,

aleatoare : daca X,
~ P x4y

22 Joan Cuculescu, Teoria Probabilitatilor sau Lukacs, E. (1970). Characteristic functions.
London: Griffin.
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Demonstratia se reduce la verificarea faptului banal cd @rec = Qr@G $i OF:c =
OrPG. QEd

5.4. Teorema limita centrala

Am vazut cd in varianta ei cea mai simplu de inteles, Legea numerelor mari
spune ca daca X, sunt variabile aleatoare i.id., atunci media empirica
> X +X,+..+X
Xn=

n
a studia mai amdanuntit viteza de convergenta, ar trebui sd calculam marimea p(e)
= P( Xn-pnl>e¢);am dori si stim cite observatii ne-ar trebui pentru ca aceasti

L converge aproape sigur la adevarata medie p = EX. Pentru

o 9 . . .= S . . < .
probabilitate sa fie mica. Daca scriem X =—", probabilitatea in cauza s-ar scrie
n

sub forma p(e) = P( S, —nul>ne) = P(S, e (-0, n(u-g)) U (N(u+e),))

Daca notam cu F, repartitia sumelor S, atunci probabiliitatea respectiva s-ar
putea scrie p(e) = F(n(u - €)) + 1 — F(n(u+e))

Ce s-ar putea spune despre aceasta cantitate?

Se stie ca repartitia sumei unor variabile aleatoare independente este
convolutia erepartitiilor termenilor. Intrebarea este: cum se comportd
convolutiile de multe repartitii?

Sa studiem un exemplu in care se pot face calcule. Sa zicem ca X, ~ U(0,1).
Atunci vectorul X:=(Xy,...,X,) este repartizat uniform in cubul [0,1]". Deci P(S;, < X)
=P(X € A)) unde

Ac={x €[0,1]" i Xy +..F X< X } (5.4.1)

Daca x < 1, este usor de facut calculul: P( X € A,) este volumul simplexului
Sn(X) = {x20: x; +..+ X< x } care, din ratiuni de simetrie este 1/n! din volumul

C x" e . : 5 .
cubului, adica F,(x) = — Daca insa x > 1, atunci trebuie scazute din el
n!
volumele celor n simplexe de latura x — 1 care apar (faceti un desen in cazul n =
- n . . eqee
31). DeciAc=S, )\ U Aj(x) cuAx) = {x € Sy(x): x; > 1}. Intersectia unei familii
=L

finite de asemenea multfimi e de aceeasi formd. Aplicind principiul includerii si
exculderii, gasim

Fa(X) = %(X” ~Cl(x=1)"+C2(x-2)" —..... ) (5.4.2)

Unde suma se face atita vreme cit x — k > 0. Ca sa nu avem probleme de sumare,
scriem
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Fa(x) = %éocnk(—l)k (x—k)} (5.4.3)

unde x+ este partea pozitiva a lui x. Derivind (sumele sunt, totusi, finite) gasim
densitatile

— 1 2~k k n-1
fa(X) = mgocn (-2 (x—k)! (5.4.4)

In figura de mai jos am ficut graficele densititilor f; cu 2 < j <6.
Se observa cum ele capata o forma specifica, de clopot.

10T
0.9 T
0.8 T
0.7 T
0.6 T
0571

0.4 T / \
03T Y,

02T /

01+ /

0.0 = + t t —
0

Xo L

Ca sa putem compara mai bine densitatile, ar trebui sa facem ca aceste
densitati sd aiba aceeasi axa de simetrie. Adica sd centrdm variabilele aleatoare
Xn, scazind din ele media. Astfel obtinem sumele centrate S, = S, - nu unde p =
EX, = % . Functiile de repatitie centrate, notate ad-hoc cu F,. se calculeaza
imediat dupa foemula evidenta

Fnc(X) = Fa(x + nu) , fre(X) = fo(X + np) (5.4.5)

Obtinem cinci grafice care se pot compara mai bine, fiindcd au aceeasi axd de
simetrie.
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Totusi, dispersiile tind la infinit, asa ca si densitdtile centrate vor tinde la 0.
Nu putem sa le comparam bine. Ca sa facem sd aiba toate aceeasi dispersie,

impartim la abaterea medie patratica a lui S,, care este s+/n, unde &® = Var(X,) =

1 . .
o Obtinem sumele centrate §i normate

S, —nu
g, = 5.4.6
odn (5.4.6)

care au functiile de repartitie notate cu
Dp(X) = P(sp < X) = Fo(np + o4/n X) (5.4.7)
si densitatile
Ya(X) = @y’ (X) = o4/n fo(Nutovn X) (5.4.8)

Mai jos am facut graficele celor cinci densitati centrate i normate. Se observa
cum se stabilizeaza.
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Cine este limita?

Sa ludm un caz particular, in care chiar putem face calcule: sa zicem ca X, ~
Exp(1) sunt toate repartizate exponential standard. Verificati imediat prin
inductie ca

n

fara(X) = %e‘xl(oyw)(x) (5.4.9)

Acum p = =1, deci conform cu (1.4.8) avem y,.:(x)=+/n+1 fy(n+1+~4/n+1x)
adica

n
Yn+1(X) =V +1 (n it ln +1X) e (s ”+1X)1(o 2 (N+1+/n+1x) (5.4.10)
n! '

Daca n este mare, n+l + x «/n+1 devine pozitiv, deci putem renunta la

n
indicator.Aplicam formula lui Stirling, n! = (Ej V27N si avem yp41(X) =
e

n n
N+1{ n+1++/n+1x e”‘(”+1+ n+1x)_ N+1{ n+1++/n+1x n+1 ne_(1+mx)
27N n 27N n+1 n '

Trecind la limita avem

n n 1. x ) —Jn+1
im () o2 i ke J;"m[(“\m)e ” ]

N—>o0 = lim
1

:27T|_
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X
Jn+1

(In(1+t) = t—t/2 + }/3-tY4 + ....) si avem

Logaritmam: InL = Iim[nln[1+ J—x n +1J. Dezvoltam logaritmul in serie

InL = lim| " (n+1) —=— - X + X __x +o [=x/n+1
n+1 Vn+l 2(n+1) 3(n+1Vn+l 4(n+1?

=lim| | x n+1—X—2+ X - x* Fol=xdn+1| =-x2
2 3Jn+1 4n+1) 7 '

Concluzie
Sirul densitatilor centrate si normate converge, in cazul in care X, sunt

X2

repartizate Exp(1) la functia y(X) :%e_? Aceasta chiar este o densitate, este
T

densitate repartitiei noemale standard N(0,1)! (Atentie: limita unui sir de
densitdti nu este obligatoriu o densitate, dupd cum ne putem convinge cu
densitatile f, = 1o,(x)/n care converg la 0!)

Am verificat pe un caz particular
Teorema 5.4.1(Teorema limita centrala locald) Daca densitatea comund a

variabilelor aleatoare i.i.d. din L?, (X.). este marginitd, atunci densitdtile vy, ale
S,—nu

sumelor centrate §i normate S, = converge la densitatea repartitiei

ocVn
2

X

normale standard : y, (x) — e 2. In consecintd, conform Propozitiei

5.3.2.(ii)

1
Von

S,—nu

T —5N(0,1) (5.4.11)
(exVAN

Afirmatia este valabila intr-un context $i mai general, anume daca putem
demonstra ca exista un n incepind de la care yn este o marginitd. Demonstratia
depaseste cu mult cadrul acestui manual. Cine chiar este interesat o poate gasi de
exemplu, in Y. Ptohorov, Y. Rozanov, Probability Theory, Springer 1969, pp
190-194. Alte demonstratii, mai recente se pot gasi pe Internet, cu Google.

Dar daca variabilele aleatoare X, sunt discrete, atunci problema locald nu are
sens. Se poate demonstra un rezultat mai slab.
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Teorema 5.4.2.(Teorema Limita Centrala (TLC))
Fie (Xo), un sir de variabile aleatoare i.i.d. din L*. Fie p = EX; si 6® = Var(Xy).
Atunci

Xi+ X+ + X, —Np

ovn

Scrisa explicit, afirmatia este ca

D ,N(01)

2

Xi+..+X,—n 1 x —
1 n 2% -[e zdt

odn XJJz_

Observatia 5.4.3. Functia de repartitie a repartitiei N(0,1) se noteaza cu ® gi
este tabelata de peste 100 de ani. Acum nu se mai folosec tabelele, deoarece
toate softurile matematice o calculeaza. Deci

IimnﬂP(

1:2

DK) = % J)Se_zdt

Demonstratie

Daca acceptam teorema de convergentd a functiilor caracteristice, demonstratia
este simpld. Fie Y, = X, - p variabilele centrate si ¢(t) = Ee" functia lor
caracteristica. Stim de la proprietatile functiilor caracteristice ca daca Y, sunt din

L% atunci ¢ este derivabild de doui ori. Ne intereseazi cd ¢ e derivabild de doui
2

ori in 0: deci putem scrie o(t) = ¢(0) + tcp’(0)+%<p”(0) + o(t)-* unde o(t) este o

functie continui si o(0) = 0. Dar ¢(0) = 1, ¢’(0) =EY, =0i 9”’(0) = - EY,* = - 6°.

t?6?

Deciop(t)=1- +0(t).

Calculam functia caracteristicd a lui s,, notata cu o;:

it n
——(Yy+..4Y,) 2 2 2

ont) = Eeon = ‘pn(LJ: L b tz :
G\/ﬁ 2nc cvh Jno

Atunci

lim,en(t) = ex [Iimn—ﬁ+ioL ]=ex —ﬁ+£limoL —e_%
R 2n ne? \ovn)))t T2 T on))
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t2
Dar functia @(t) = e 2 este functia caracteristica a repartitiei normale standard.
Teorema este demonstrata. g.e.d.

Exemplu de aplicare:

0 1 .
Exemplul 5.4.4. Repartitia binomiald. Daca X, ~ (q DJ' atunci S, ~

Binomial(n,p). Daca n este destul de mare putem aproxima P(S, < a) cu TLC
astfel: Avem p=p, o= /pq . Deci

P(S, <a) = P(Sn_ a‘”p)ch[a‘”p}

Jopg — y/npg Jnpg

Se stie ca daca npq > 20, aproximarea este foarte buna. Prezentam un grafic cu
diferentele dintre functia de repartitie a repartitiei Binomial(100,0.42) si cea a

repartitiei N(p, y/npq ) = N(42, \/24.362) calculate pentru x e [0,100]

Fn-Fh
-003 002 -0
|

-004

u] 20 =10 s78] S0 100

Index

Pe axa Ox sunt valorile lui x iar pe axa Oy valorile diferentei dintre cele doua
functii de repartitie. Maximul este maimic de 0.05. Daca insa luam un caz
extrem, cu p =0.042, situatia se schimba
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002 000

Fn-Fb

012 010 008 006 -004

o} 20 <0 50 30 100

Indesx

Diferenta dintre probabilitati poate depdsi 0.12, ceea ce este imens. Explicatia
este ca acum n=4.2 si probabilitatea ca X ~ Binomial(100,0.042) sa ia valorile 4
sau 5 este mare : 0.3653754. Ca sa fie aplicabila aproximarea normald trebuie
ca toate probabilitatile P(X = k) sa fie mici. Daca produsul np este mic, desi n
este mare, atunci este preferabila aproximarea cu repartitia Poisson(np).
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Capitolul 6

Simularea variabilelor aleatoare

In dotarea calculatoarelor existd de mult generatoare de numere aleatoare,
care simuleazd destul de bine un sir de variabile aleatoare repartizate
Uniform(0,1). A simula o variabild aleatoare inseamnd ca, pe baza acestui
generator de numere aleatoare sa se construiasca variabile aleatoare avind o
repartitie data.

Formal, problema s-ar pune asa: se da o variabila aleatoare
U~Uniform(0,1) si o functie de repartitie, F. Sa se construiasca o functie f astfel
ca functia de repartitie a variabilei aleatoare X = f(U) sa fie F.

Sau, mai general, se dau k variabile aleatoare (Uj)j« i.i.d., repartizate
Uniform(0,1) si se cere s se construiasci o functie f:R* — R ca in asa fel incit
variabila aleatoare X = f(Uy,...,Uy) sd aiba functia de repartitie F.

Existd mai multe medii de programare care fac acest lucru 1in cazul
repartitiilor clasice. De exemplu, in ,,R”, mediu de programare gratuit, care se
poate descarca de pe internet existd posibilitatea simularii (s1 nu numai) cel putin
a urmatoarelor repartitii

Repartitia Numele eiin R Parametri
beta beta o,p
binomiala binom K,p
Cauchy cauchy m,a

v chisQ n
exponentiald exp A

F f m,n
gamma gamma V,A
geometrica geom p
hipergeometrica hyper a, n, k'
log-normala Inorm u,c
logistica logis o2
negativ binomiala ~ nbinom k,p
normala norm u,03
Poisson pois A

! Extragem k bile dintr-o urna cu a bile albe si n bile negre; X este numarul de bile albe.

? Repartitia logisticd are functia de repartitie o Este mai rar folosita..

l+e o©
*Tn codificarea “R”, x=rnorm(1,1,c) produce o variabila aleatoare X ~ N(u,c?). Parametrul al
doilea reprezinta abaterea medie péatratica si nu varianta. Uneori Se face confuzie.
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Student t n

uniforma unif a,b
Weibull weibull Kk, A
Wilcoxon wilcox m, n

Pentru a genera un vector cu n componente 1.i.d. cu aceste repartitii se
pune in fata numelui lor din “R” litera r. 4 Apoi se pune numarul de variabile
aleatoare dorite §i parametrii repartitiel.

De exemplu:

x=rnorm(100,10,4);x : x este un vector cu 100 de componente repartizate
N(10,4%)

x=rbinom(10,10,.4);x

[1]13515464563 : xesteun vector cu 10 componente repartizate
Binomial(10,.4)

x=rnbinom(6,10,.4);x

[1]19 8 925 819 : x este un vector cu 10 componente repartizate
Neghin(10,.4)

x=rhyper(10,4,6,6);x

[1]3233222213 : X este un vector cu 10 componente
~Hypergeometric(4,6,6)

Intrebarea este cum generam noi variabile aleatoare cu o repartitie care nu
face parte din cele simulate de mediile de programare?

6.1. Simularea repartitiilor pe dreapta

Algoritmul general: metoda cuantilei

Cum putem folosi o variabilda U ~ Uniform(0,1) pentru a simula o
variabild aleatoare X cu o repartitie data?

Sa presupunem pentru inceput cd functia de repartitie a lui X este
bijectiva. Mai precis, presupunem ca exista un interval | — R astfel ca F: | — [0,1]
sa fie bijectiva. Cum este si crescatoare, fireste ca ar trebui ca F sa fie si continua
— daca ar fi discontinud intr-un punct a, atunci imaginea sa, Im(F), nu ar contine
intervalul (F(a-0), F(a)).

% Daci vrem si le calculam functia de repartitie punem p, pentru densitate punem d iar pentru
cuantile (vezi mai jos) punem Q. De exemplu
x=pnorm(1,0,1);y=dnorm(1,0,1);z=Qnorm(0.01,0,1) va produce numerele x = 0.8413447 (caci
1 2
®(1) = 0.8413447),y = 0.2419707 = ——¢e~* 2 cux=1 siz=-2.326348 = ® (0.02)
27

164



Observatia fundamentald este ci variabila aleatoare X = F*(U) are exact
functia de repartitic F. Acesta este algoritmul inversei functiei de repartitie.
Intr-adevar, daci x e [0,1], atunci , tinind seama de ipoteza ci U ~ Uniform (0,1)
& PU<x)=xV x e [0,1], avem P(X < x) = P(F (U) < x) = P(F(F *(U)) < F(x)) deci

P(X <x) = P(U < F(x)) = F(x). (6.1.1)
In general, functiile de repartitie nu sunt bijective. Dacd, de exemplu, X ~

[x.]

Uniform({1,2,...,n}), atunci F(x) = e Al ia doar valorile kncu0<k<1. Esteo
situatie tipica pentru repartitiile discrete. Dar, chiar daca repartitia este continua,
e posibil ca F sa nu fie injectiva. De exemplu, daca X ~ Uniform([0,1]u[2,3]),
atunci Fy este constanta pe intervalul [1,2](verificati: F(X) = (x«Al + (X-2):A1)/2 ).
Ce se mai poate salva in acest caz din algoritmul anterior?
Ideea este sa inlocuim inversa cu cuantila.

Definitia 6.1.1. Fie F o functie de repartitie. O cuantila a sa este orice functie
reala Q = Qg definita pe ( 0,1) cu proprietatea ca F(Q(u)-0) <u < F(Q(u)) V u.

Daci F este inversabili, existd o unicd cuantild, anume inversa lui F: Q=F ™

Daca nu, pot exista o infinitate. De exemplu, dacd X ~ Binomial (1, %) =
Uniform({0,1}), atunci F(x) = % pentru x e [0,1) . Verificati ca orice functie de
forma Q(u) = 14, 1)(u) + al;y, cu a € (0,1) este o cuantila.

Propozitia 6.1.2. Fie IR — [0,1] o functie de repartitie si Q:(0,1) — R o
cuantila a sa. Fie U 0 variabila aleatoare repartizata Uniform(0,1). Atunci X =
Q(V) este o variabila aleatoare avind functia de repartitie F.

Demonstratie

Observam ci orice cuantild este o functie crescitoare. Intr-adevar, daca
u<v , atunci Q(u) < Q(v) deoarece in caz contrar, Q(u) > Q(v) =F(Q() - 0) >
F(Q(V)) = u>FQu)-0)>FQ(v)>2v=u>v.

Aratam ca {U < F(X)} < { QU) < x} < { U <F(x) }si va fi suficient, pentru ca
atunci rezulta ca P(U < F(x)) < P(Q(U) < x) £ P(U < F(x)) de unde, cum U ~
Uniform(0,1), deducem ca P(Q(U) < x) = F(x).

Presupunem Q(U) < x. Atunci F(Q(U)) < F(x). Dar, din definitia cuantilei, U <
F(Q(V)), deci U < F(x). Am demonstrat ca

{ Q) <x}c{ U<F(X)} (6.1.2)

Sa presupunem acum ca Q(U) > x. Atunci F(Q(U) - 0) > F(x) . Dar, tot din
definitia cuantilei. U > F(Q(U) — 0) , deci U > F(x).Asadar { Q(U) > x }c{ U > F(x)}

Trecind la complementara,avem ca

{ QM) <x}2{ U< F()} (6.1.3)

Din (6.1.2) si (6.1.3) deducem ca { U< F(X)} < { QU) <x } < { U< F(X)}.

g.e.d..
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Doua sunt cazurile extreme care intereseaza in calcule: cuantila inferioara si
cuantila superioara.
Cuantila inferioard, notatd cu Q -, se defineste prin relatia

Q (u)=sup{F<u}=inf{fF>u} (6.1.4)
iar cea superioard, notati cu Q " se defineste prin
Q' (uy=sup{F<u}=inf{fF>u} (6.1.5)

Propozitia 6.1.3. Functiile definite prin relatiile (6.1.4) si (6.1.5) sunt cuantile.
Orice alta cuantila Q este cuprinsa intre ele: Q" <Q<Q™.

Demonstratie
Din definitia supremului avem urmdtoarele lucruri evidente
FQ (UW-¢g)<u,FQ W+ ¢g>uVve>0
FQ'(U) - e)<u,FQ'(u)+ &)>u Ve>0
Trecind la limitd cu € 4 0, deducem cd F(Q “(u) — 0) <u, F(Q ~(u) + 0) > usi
F(Q"(u) — 0) <u, F(Q"(u) + 0) > u. Dar F este continua la dreapta, deci
ambele functii verifica definitia cuantilei.g.e.d.

Exemplul 6.1.4. Daca X ~ Uniform({0,1}) atunci F(x) = % pentru x € [0,1) .
Cuantilele inferioara si superioara sunt Q ~ (U) = 1(y 1(u), Q*(U) = 1p 1(u) = [2u]
deci X = [2U] este o variabila aleatoare cu repartitia cerutd.

Exemplul 6.1.5. Daca X ~ Uniform({1,2,...,n}), atunci Q*(u) =1 + [nu] = X =1+
[nU]

Exemplul 6.1.6. Daca X ~ Exponential(1), atunci F(x) = 1 — e ™ este chiar
bijectivd de la (0,:0) la (0,1), deci Q* =Q =F ™ = Q(x) = - In(1 —u). Putem pune
X=-In(1-U). Dar U si 1 — U au aceeasi repartitie, Uniform(0,1), deci putem
la fel de bine sa punem X = - In U.

Exemplul 6.1.7. Dacd X ~Negbin(1,p), atunci F(x) =1 -q"**, unde x >0 si ¢ =

1 — p. O cuantila a sa este Q(u) = {%} Deci X = {%} este 0

variabila aleatoare cu repartitia ceruta.
Exemplul 6.1.8. In general, dacdi repartitia F este discretd,

a a, a5 .. .. . . .
F = CUa; <a,<az<.. atunci cuantilele ei sunt
P, P, Ps -

Q"(u) = aij(o,g)(u)+a21[sl,sz)(u)+a31[sz,s3)(u)+““ si
Q) =k 08k 08 (0

unde s; = py, S2 = P1+Pa2, S3=P1+ P2+ Ps ...
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Deci variabila aleatoare X = 5,15 )(U) are exact repartitia F .
k>1 -

Iata un script in ,,R” care calculeazd cuantila unei repartitii discrete

[al % % akJ Aici ,a” este vectorul care contine valorile variabilei
P B B3 o B

aleatoare X; ,,p” este vectorul care cuprinde probabilitatile ca sd se ia aceste
valori. Ambii vectori au lungimea k. Vectorul ,,0” este permutarea care trebuie
facuta pentru ca numerele a sa fie puse in ordine crescatoare iar ,,F” este
repartitia propriu-zisd; acum e scrisd canonic. Vectorul ,,s” cuprinde sumele s, =
p1+ p2+...+ ps . Interesant este cit de simplu este de gasit locul lui u: instructiunea
which(s >= u) produce multimea J(u) = {i: si>u} careia i se ia primul element i =

min(J(u)) = Q"(u).

cuantila<-function(u,a,p)

{o=order(a) #sortez pe a, pentru ca se poate sa
nu fie In ordine

F=rbind(a[o],pl[o]l); a=F[1,]; p=F[2,]

#calculez sumele partiale

s=p; for (1 in 1l:length(a)){s[i]=sum(p[l:1])}
#caut locul lui u

v=which(s>=u);1=min(v); g=ali]

a}

Apelarea functiei se face cu instructiunea g=cuantila(u,a,p)
Un exemplu concret: sa se simuleze n =1000 variabile aleatoare avind repartitia

c_1(-6 0123
1002 121 4
n=1000;a=c(-

6,0,1,2,3);p=c(2,1,2,1,4)/10;u=runift(n,0,1)
x=u;for (1 iIn 1:n) {X[1]=cuantila(u[i].,a,p)}

Pentru a verifica daca e bine, folosim instructiunea ,,table(x)” care aratd
repartitia empiricd a unui vector x : sub fiecare valoare diferitd pe care o ia
vectorul se scrie numarul de aparitii a acelei valori (frecventa absolut). In cazul
nostru avem:

table(x)
X

-6 0 1 2 3
195 99 190 98 418
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Valorile frecventelor absolute corespund celor teoretice, care ar fi trebuit sa fie
200,100, 200,100,400. Deci ese plauzibil. Existd metode de verificare a
acuratetei modelulului dat de o repartitie : de exemplu metoda ,,qqplot”.’

Pentru valori relativ mici ale lungimii k a vectorilor a si p algoritmul este
satisfacator si rapid. Poate fi folosit pina la k = 1000.

Daca, insa, vectorii au lungime prea mare incep sa apard erori de masina
si, pe de altd parte, viteza lui scade. Este si normal. De aceea, daca se poate, ar fi
bine sa fie folositi algoritmi rapizi bazati pe diverse le repartitii care se pot obtine
din repartitia uniforma.

Problema este de a calcula cuantila dacad repartitia F nu este neaparat
discreta si cu suportul format dintr-o multime cu numar mic de elemente.

Chiar daca avem functia de repartitic F data printr-o formula analitica (de
exemplu F(x) = pF; + qF, cu F; = Exp(1), F, = Gamma(2,1) = F(x) =1 - (1 + gx)e™)
nu avem formule pentru a calcula inversa F "(u) (in cazul de mai sus ar trebui
rezolvata ecuatia 1 — (1 + gx)e™ = u, 0<u<l, care este o ecuatie transcendentd).
Pentru a iesi din dilema ar trebui sa facem o discretizare a lui F. Inlocuim functia
de repartitie F cu repartitia Fy = [ 3 2 3 a j unde o este

F(a) Flap)-Fla) . F(a)-Flax1) 1-Flag)
un numar mare $i aplicdm algoritmul cuantilei pentru aceasta repartitie. Eventual
un algoritm modificat in care inlocuim functia Fy cu o linie poligonald care
uneste punctele de coordonate (a;,F(a;)); . Sigur ca pierdem din precizie.

Algoritmi speciali bazati pe proprietati ale repartitiilor

Doua sunt operatiile mai importante care se fac cu repartitiile: mixtura si
convolutia.

Definitia 6.1.9. Fie (F)i«n 0 multime de repartitii pe dreapta si fie (pji<jn
numere pozitive §i de suma 1. Atunci repartitia F = p;F; + ...+ ppFn se numeste
mixtura de F. Daca X; ~ Fj sunt variabile aleatoare independente, atunci
repartitia sumei lor S=X; + ..+ X, este FyxFy*.. xF,.

De exemplu, daca F(x) = pF; + gF, cu F; = Exp(1), F, = Gamma(2,1),
atunci F este o mixtura de exponentiald cu Gamma.

Observatia este ca daca stim sa simulam variabilele X;, atunci simulam
mai usor variabilele X (cu repartitia F) si S (cu repartitia FyxFo*..xF,), fard a
trece prin metoda pseudoinversei. Pentru S nu avem ce comenta, dar nu este
absolut evident cum construim pe X.

® Chiar in “R” existd instructiunea ,,qgplot”.
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Propozitia 6.1.10. Fie X; ~ F; cu 1 <j < n si fie J o variabila aleatoare

n S
independenta de (X;); cu repartitia J ~ [ J Atunci variabila X :=X;

Py o Ph

n
are repartitia F = 3 pjF;.
j=t

Demonstratie
n . n . n
PX<X) =P <x) = YP(X; <xJ =j)=XP(X; <x)P(J = j)=XF;(x)p; ged.
=1 j=1 j=1
Deci, revenind la exemplul nostru cu F = pGamma(1,1) + gGamma(2,1)

2
algoritmul exact este: simulam variabila J ~ ( J Daca J = 1, simuldam X ~

P q
Exp(1) = Gamma(1,1) iar dacd J=2 simuldm X = Gamma(2,1). Dupa cum se
vede 1in scriptul urmator, care foloseste functia ,,cuantila” din paragraful anterior

mixtura<-function(n,p) # simuleazi n variabile aleatoare ~ pExp(1)+gqgamma(2,1
{a=c(1,2);pr=c(p,1-p)

x1l<-rexp(n,1) # simuleaza n variabile aleatoare ~ Exp(1)
;x2<-rgamma(n,2,1) # simuleaza n variabile aleatoare ~ Gamma(2,1)
z<-rbind(x1,x2) # se formeaza cu ele o matrice z de tip 2xn
X=x1 # se initializeaza x

for (i in 1:n)

{u=runif(1,0,1) # se genereazd o variabila aleatoare U ~ Uniform(0,1)
jJ=cuantila(u,a,pr) # se genereaza variabila aleatoare J
x[i]=z[]j.,il #x=2z(,)

}

X # se simuleaza n variabile aleatoare ~ Exp(1)

}

Ne putem convinge ca este asa daca Incercam mai multe variante de p.
Pentru p = 0 avem variabile repartizate Gamma(2,1); pentru p = % este o mixtura
cu ponderi egale iar pentru p = 1 avem doar variabile repartizate Exp(1). Scriptul
urmator face cite 5000 de simulari de fiecare tip si apoi face greficul celor trei
functii de repartitie empirice, care ar trebui sd semene cu cele adevarate

t=1:5000;t=t/5000
xo=mixtura(5000,0) ; xo=sort(xo)
xm=mixtura(5000,0.5) ;xm=sort(xm)
xu=mixtura(5000, 1) ;xu=sort(xu)
plot(xo,t,type="1");lines(xm,t,col="red");
lines(xu,t,col="blue"™)
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Exemplul 6.1.11. Sa presupunem ca nu avem acces la un software performant,
dar vrem sd simulam o variabild aleatoare X ~ Gamma(n,A) cu n numdr intreg.
Cum facem?

Solutie
Variabilele X; = (- InU;)/A sunt repartizate Exp(4). Dar Gamma(n,A) = Exp(L)™

Zn:Int
j=1

A

exponentiala convolutata cu ea insagsi de n ori. Deci solutia este X = —

Dar daci vrem sd simulim X ~ N(u,6%) si nu avem decit un software de
baza? Fireste, este suficient sa simuldam Y ~ N(0,1) si apoi sa punem X = p +
Y. Dar cum simuldm o normald standard? Algoritmul cuantilei nu ne da decit o
aproximare, pentru cd nu putem calcula exact nici macar @, functia caracteristica
a repartitiei N(0,1), cu atit mai putin sa ai calculam si cuantila. Putem face o
aproximare buna, este adevarat, dar asta cere timp.

Propozitia 6.1.12. Metoda Box — Muller. Fie U,V ~ Uniform(0, 1) doua variabile
aleatoare independente. Atunci variabilele X = sin@2rU)vJ-2InvV, Y =
cos(2rU)v—2InV  sunt doua variabile aleatoare independente repartizate

N(0,1). Deci (X,Y) ~ N(GM; 2})
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Demonstratie
Avem de aritat ci dacd f:R*> - R este o functie continui si marginita,
2 2
X"+y

atunci Ef(x,Y)zzijfwfwf(x,y)e_ 2 dxdy
T

Din formula de transport
11
Ef(X,Y) = [ [ f (v=2Inu cos(2zv),v/- 2Inu sin(2zv))dudv (6.1.6)
00

Facem schimbarea de variabila

x =+/—2Inu cos(27v),y = /- 2Inu sin(27v) (6.1.7)
Rezultd x* + y* = —2lnu, de unde
y?
u=e 2 (6.1.8)

in(2nv)
- 2= —2nJ-2Inucos(2nv
lacobianul este D(xy) _| uy-2Inu _2m

D(u,v) |__cos(2nv) onl=2usi u
’ - nv—2Inusin(2nv

uv-2Inu (2m)
Imaginea multimii [0,1]x [0,1] prin aceastd transformare este ®* \ {0}.Cum
punctul {0}este o multime neglijabila fatd de masura Lebesgue in plan, deducem
din relatia (6.1.8) ca

w

2 2

Xty
dxdy = 2n dudv = dudv = 2i dxdy = € dxdy deci relatia (6.1.6) devine
u m
1 _X2+y2
ol f (\/— 2Inu cos(2nv), v/~ 2Inu sin(21rv))dudv=2—]3"@()]3"00 f(x,ye 2 dxdy
T

(6.1.9)
exact ceea ce trebuia verificat.g.e.d.

Prin metoda Box — Muller se genereaza variabile aleatoare normale
folosind doar doua variabile uniform repartizate. Este evident o mare
simplificare.

Exista s1 0 metoda exactd de a simula repartitia Poisson(), fara a calcula
cuantilele. Uneori ea este mai rapida.

Propozitia 6.1.13. Fie (Uy), ~ Uniform(0,1) un sir de variabile aleatoare i.i.d.
Fie

N=min{n>1:U;U,..U,<e™} -1 (6.1.10)
Atunci N ~ Poison(A).

Demonstratie
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Fie Gn = _InUn

si T, = o1 + ..+ o, Atunci o, sunt i.i.d. repartizate
Exponential(}). Logaritmind expresia din (6.1.10) avem N = min {n: T, > 1}. Deci

P(N=0)=P(T;>1) = e” iar dacdn > 1, atunci P(N = n) = P(T, < 1, Tpus > 1} = P(T, <
1) = P(Tps1 < 1) = P(Tpey > 1) = P(T, > 1). Dar T, ~ Gamma(n,1), deci

Tt Y (6.1.11)

A" . .
: e . Am demonstrat chiar mai
n!

242 n-1,n-1
P(T,>t)= [1+£+7»_t+____+7»_t}3—m

Rezulta ca P(Tps1 > t) = P(T, > t) =

mult: ¢i dacd punem N(t) = min {n : T, > t}, atunci N(t) ~ Poisson(At). °q.e.d.

Deci daca dorim sa simulam, de exemplu, N ~ Poisson(1), inmultim un
sir de variabile aleatoare uniform repartizate pina cind produsul lor devine mai
mic decit 1/e. Daca pentru acest lucru a fost nevoie de n variabile aleatoare,
atunci declaram ca N =n -1.

In statistica Bayesiand apare frecvent repartitia Beta(m,n). Daci m si n
sunt numere intregi, $i aceste repartitii se pot simula fara a se calcula cuantilele.

Propozitia 6.1.14. Fie (U)i1<j<n ~ Uniform(0,1) independente. Sortam aceste
variabile aleatoare sub forma (Ug < Ug) < ...< Ugy). Atunci Uy ~ Beta(k, n+1 - k).

Demonstratie

Fie A.x = { exact k dintre variabilele aleatoare U; sunt mai mici decit x }
Evident P(A,) = CKx¥(1—x)"™ . S observim cid evenimentul (Ug, < X) se poate
scrie sub forma Anx U Apker U...UAL .. Cum multimile (Anj)o<j<n SUNt disjuncte,
gasim ca functia de repartitie a lui (U)y este PUgy < x) =
CRxf (- x)" ) (1 — X"+ +CIx"(1—-x)"™, care este exact functia de
repartitie a unei variabile aleatoare Beta(k,n+1 — k). Densitatea sa este

fi(x) = kCkxk L1 x)"* (6.1.12)

Exemplul 6.1.15. Sa simuleze o variabila aleatoare X ~ Beta(10,2). Acum n
=10+ 2- 1 = 11. Simulam 11 variabile uniforme si le sortam, o luam pe cea de
a zecea. Daca avem la dispozitie un program de sort, nu e nici o problema.

De exemplu, in ,,R” secventa ar fi:
u = runif(11l);u=sort(u);x=uf[10]

® Procesul stochastic (N(t))wo se numeste procesul Poisson de intensitate A. Se poate demonstra
cé el este cu cresteri independente, adica dacd t; <t, <...<t,, atunci variabilele aleatoare (N(t),
N (t;) - N(t),......, N (t,) - N(t,.1) ) sunt independente.
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Simularea repartitiilor d — dimensionale

6.2. Algoritmul general: teorema de descompunere

Ideea de baza este urmdtoarea: orice repartitie d-dimensionala se poate
scrie ca produsul dintre o probabilitate pe dreapta si mai multe probabilitati de
trecere.

Pentru a intelege, sa studiem urmatorul exemplu simplu

Un punct aleator bidimensional Z = X + iY (il scriem ca numar complex,
este mai simplu)

1(0 1 2 1+i 2i -1+i i -
gl1 11 1 1 1 11
. 1(-1 0 1 2 . . - .
Atunci X ~ alo 3 2 . Daca X = -1, atunci Y poate lua doua valori,

0 si 1. repartitia sa conditionatd de faptul cd X = -1 se o scriem (abuz de notatie,
dar sugestiv)
1(0

_ 1 _m 1
(Yl X=-1)~ E(l J. Analog, avem (Y | X = 0) 3(

012 (Y| X=1)
11 1) -

1(0 1) . .
= 1, in sfirsit, (Y| X =2) ~5,.
2(1 Js sit, (Y| X =2) ~&

Pentru a-1 genera, simuldm mai intii prima componentd, cu algoritmul
cuantilei. Apoi avem patru variante: dacda X = -1, sau X = 1 simulam pe Y

01 01 2
~.£ , daca X =0 simulam Y ~ 1 iar daca X =2, punemY = 0.
2{1 1 3i1 1 1

Ideea este ca P(X =i, Y = j) = P(X = i)P(Y = j | X = i). Pentru fiecare
valoare a lui X avem o alta repartitie pentru Y, repartitia conditionata.
Generam pe X si, apoi, depinzind de valoarea lui X simulam pe Y cu repartitia
conditionatd (Y | X = x).

Formal, acest lucru se poate generaliza astfel:

Algoritmul general. Fie Z = (X,Y) € E x F un vector aleator. Sa presupunem ca
repartitia lui X este 11 si ca exista o familie de repartitii pe F, (Q)x < e CU
proprietatea ca P(Y €B | X) = Qx(B). Atunci repartitia vectorului Z este TI®Q.

Familia de probabilitdti (Qy)x < e S6 numeste repartitia lui Y conditionata
de X. Un mod intuitiv de a o nota este Fy |x . Un mod si mai intuitiv este s
scriem Qq = Fy | x - « . Aceasta este notatia din statisticd. Avem de lamurit ce
inseamni probabilitatea conditionati P(Y € B | X). Daci X este discretd, nu e nici

o problema: P(Y € B| X)= ¥ P(Y € B| X =x)l(x_,)unde A= {x € E| P(X=x)>0).
xeA

Dar daca X este continud, avem o problema, deoarece P(YeB | X = X) nu are
sens.
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Definitia 6.2.1. Probabilitate conditionata, medie conditionata. Fie (Q,K,P) un
spatiu probabilizat, Y: Q — F, X: Q — E doua variabile aleatoare cu valori in
spatii masurabile(E,E) si (F,F). Fie B e F. Atunci definim P(Y € B| X) = E(1g(Y)
| X).
Daca U: Q — R este o variabila aleatoare, cu moment de ordin 1, atunci definim
E(U1X) = o(X) < E(Uy(X)) = E(e(X)w (X))
V y:E - R masurabila si marginita.
Se demonstreaza ca media conditionata exista §i ca, in caz ca U are §si moment
de ordin 2, ea are urmatoarea proprietate de optim
E(U - o(X))* < E(U — h(X))* ¥V h:R > R masurabild ca E[n(X)]* < .

Media conditionata are trei proprietati importante, care se folosesc in practica:

- Daci X si Y sunt independente, atunci E[h(Y) | X] = Eh(Y) (la
independentd nu conteazd conditionarea). Cum o variabila aleatoare constanta
este independentd de orice altd variabild aleatoare, deducem ca daca X este
constantd, E[h(Y) | X] = Eh(Y).
- E[h(X) | X] = h(X) si, mai general, E[h(X)Y | X] = h(X)E[Y | X] (functiile
X-masurabile se comporta precum constantele). Aici h este o functie masurabila
s1 marginita.
- E[E[ZX,Y]| X] =E[Z|X] (proprietatea de iterativitate).

Tn particular, daci X = constant (mod P) avem E[E[Z | Y]] = E[Z].

Deci, a spune ca repartitia lui (Y | X) este Q Tneamna a spune ca

E[h(Y )| X1 = [h(y)dQy (Y) pentru orice functie masurabild h: E — R (6.2.1)
Un alt mod de a scrie acelasi lucru (de multe ori mai comod) este

E[h(Y) [X]= [ h(y)Q(X, dy) (6.2.2)
Relatia (2.1.1) se poate prelungi la functii de doud variabile

El(Y) [ 1= [h(X, y)Q(X, dy) (6.2.3)

Intr-adevar, formula (6.2.3) este imediata daca h(x,y) = f(x)g(y), apoi se
prelungeste la indicatori de multimi de forma h = 1a.g ; familia multimilor C
pentru care formula este adevaratd este un u — sistem, deci aceasta familie
contine c-algebra E ® F etc.

Existenta repartitiilor conditionate este data de:

Teorema 6.2.2 Teorema de dezintegrare. Fie P 0 probabilitatea pe Ex F unde E
= R"si F=R". Fie [1(A) = P(AxF). Atunci exista o probabilitate de trecere de la E
la F, notata cu Q in asa fel incit P = TI®Q

Nu vom demonstra aceastd teorema. Se gaseste in manualele de teoria
probabilitatilor, de exemplu G. Ciucu, C. Tudor, Teoria probabilitatilor, Editura
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Academiei, Bucuresti 1981 sau I. Cuculescu, Teoria Probabilitatilor, Editura ALL,
Bucuresti 1998. Sau se poate cauta pe internet, Dissintegration Theorem.

Important este sd lamurim ce spune teorema §i sd intelegem cum se
aplica.

Definitia 6.2.3. Fie (E, E) si (F, F) spatii masurabile. O functie Q:Ex F — [0,1]
se numeste probabilitate de trecere de la E la F daca

() aplicatia x — Q(x, B) este masurabild pentru orice B € F

(i)  aplicatia B +— Q(X, B) este o probabilitate pe F pentru orice xe E

Putem gindi o probabilitate de trecere si altfel: ca o colectie de
probabilitdti pe F, (Q«)x ce. Conditia (i) este una tehnica, pentru a se putea face
calcule.

Exemplul 6.2.4. Familiile clasice de repartitii de pe dreapta pot fi gindite ca
fiind probabilitati de trecere: Q; = Exponential(A) este o probabilitate de trecere
de la (0,0) la (0,20), Qnp = Binomial(n,p) este o probabilitate de trecere de la
{1,2,3,...} x[0,1] la #, etc..

Produsul dintre o probabilitate pe E si una de trecere de la E la F se
defineste astfel:

Definitia 6.2.5. Fie (E,E) si (F,F) doua spatii masurabile, IT0 probabilitate pe E
si O o probabilitate de trecere de la E la F. Atunci T1&Q este o probabilitate pe
(ExF, C ® F) definita prin
M®Q(C) = [Q,(C(x.)dr(x) (6.2.4)
unde C(x,.) = {y € F | (x,y) € C}. Dacd observim cd lcwyy = lc(xy), atunci
putem scrie formula (2.1.4) ca
N®Q(C) = [[1¢ (x,y.)dQ, (y)dri(x). (6.2.5)

Astfel obtinem o formula de integrare fata de probabilitatea produs.
Definirea in acest mod a produsului este motivata de urmatorul rezultat
care justifica algoritmul general

Propozitia 6.2.6. Fie Z = (X,Y) un vector aleator cu valori in spatiul masurabil
(ExF, E®F). Daca I este repartitia lui X si Q este repartitia lui Y conditionata
de X, atunci repartitia lui Z este T1&QQ.

Demonstratie
Fie f.ExF — R o functie misurabili. Avem [f(x,y)dlT®Q(x,y)=

[(J (% y)dQy(y)drI(x) =7h(x)dr1(x) unde h(x) = | f(x,y)dQ,(y).
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Cum IT este repartitia lui X, formula de transport spune cd [h(x)dI1(x) =
Eh(X) . Dar h(X) = [ f(X,y)dQy (y) = E[f(X,Y) | X] (conform cu (2.1.3), deci Eh(X) =
E[E[f(X,Y) IX]] = Ef(X,Y) (proprictatea de iterativitate). Asadar Ef(X,Y) =
[ f(x,y)dIT®Q(x,y). Cum egalitatea este valabild pentru orice f misurabild si
marginita, rezultd ca repartitia lui Z = (X,Y) este [1®Q.

Scrierea statistica a acestei propozitii este
F(x'y) = Fx@ F(y| X) (626)
Principiul este
~inmultim repartitia lui X cu repartitia lui Y conditionata de X”.
Avantajul este ca formula se poate generaliza
FIX,\Y,Z) = Fy ® Fiy 5, ® Fizixv) (6.2.7)
Tn general am avea

F(lexz ----- Xn) = FX1 ® F(X3|X1,X2) ®..® F(Xn|X1 ..... Xn_1) (628)

Exista doua situatii in care aplicarea algoritmului nu pune probleme:
Cazul discret

. . Zo I, .. 1
Sa se simuleze un vector aleator Z ~ ( v s ”J unde
P P2 P3 .. Pp

z;=(zj1,..2;4) sunt vectori d - dimensionali. Atunci formula (6.2.8) revine la

P(X1=x0, X=X, Xa=xa)= AX =000 =% X =x) Ay =X [ X =% Xy =%y)  (6.2.9)

Cazul absolut continuu. Acum presupunem ca vectorul d - dimensional
Z are densitatea fz. Atunci se verifica imediat ca si repartitiile Fix x .. x, ) au

densitatile celor d vectori de dimensiune k < d. Este imediat ca

fix, ) (K X ) = djfz(xl,...,xk,karl,...,xd)1xk+1dxk+2...dx0|.Apoi punem
-

- fy ()= J1;(xl,xz,...,xd)dxzdx3...dxd
-

f(Xl,Xz)(XLXZ)

fx, (X1)

(%)= frx, x %) (X1, X2, X3)
S f(xl,xz)(xllxz)

fx,ix, (x,)=

Daca folosim notatiile statistice formulele devin mai usor de inteles
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f(Xl,Xz)(XLXZ)

fxl(Xl)
f(x0.%,. )(Xl-XZ'X3)
f ) ) _ 12,73 yees 6210
X3|X1—X1'X2_X2(X3) f(X1,Xz)(X1'X2) | )

fy, (%)= “(xl,xz,...,xd JdxadXs...AXq , Fx,x o, (X2)=
-

Exemplul 6.2.7. Sa se simuleze un vector X repartizat Multinomial (100;
0.1,0.2,0.7).

Solutie
Repartitia multinomiald Multinomial (n ; p1,pz2,ps,....Px) €ste o repartitie k —

dimensionala discreta definita prin densitatile discrete
n!

P(is,.. i) = ———— Py PZ...py¢
PPN Y

AiCi (iy,....i) € {0,1,...n}* In cazul acesta, discret, putem si renuntim la
teorie §i sd simuldm vectorul nostru Z ca pe orice variabild aleatoare discreta:
codificaim cumva vectorul (iy,...,ix) — de exemplu 7l gindim ca ar fi un numar scris
in baza (n+1) — si apoi aplicim metoda cuantilei. In cazul particular de mai sus,
am avea de a face cu o variabild aleatoare cu (100 +1)° componente. Se poate, dar
nu va sfatuiesc.

Dar, daca tinem seama de interpretarea probabilistica a acestei repartitii
(se extrag cu revenire n bile dintr-o urna cu bile de k culori diferite, urna in care

p;j este proportia bilelor de culoare ,,j” 1) se verifica imediat ca

X1 ~ Binomial(n,p;), (Xz| X1 ) ~ Binomial(n — X, — P2
p2 +...+ pk
p

— =2 ) etc

P3 +...+ Py

Tn cazul nostru concret X1 ~ Binomial(100, 0.1); (X, | X;) ~ Binomial(100 - X,
02/09) ial‘ X3 =100 - X1 - X2.

Secventa de instructiuni care simuleaza in ,,R” N = 10 asemenea vectori este

(X3 | X1 ,Xz) ~ Blnomlal(n — X1 =Xy,

n=100;pl=.1;p2=.2/(1-pl);N=10
x1=rbinom(N,n,pl);x2=rbinom(N,n-x1,p2) ;x3=n-x1-
X2 ;x=cbind(x1,x2,x3) ;X

X1 x2 x3

[1,] 8 23 69
[2,] 5 23 72
[3,] 8 20 72
[4,] 14 24 62
[5,] 13 23 64
[6,1] 8 16 76
[7,1] 4 32 64
[8,1 8 25 67
[9,] 10 21 69
[10,] 10 21 69
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Exemplul 6.2.8. Sa se simuleze un vector X ~ Uniform(C) unde C este sfera
tridimensionald unitard de razi 1: C={(xy,z) € R®| X +y*+ <1}

Solutie

Amintim ci un vector X se numeste repartizat uniform intr-un compact din %R* de
volum nenul daci P(X € B) = A5(B n C) / A%C). O definitie alternativi este ci
densitatea sa fx = alc unde a = 1/ A%C). Aici A* este misura Lebesgue k —
dimensionala.

In cazul nostru fy(x,y,z) = 4110 (x,y,z) - deoarece volumul sferei este 4n-1% 3.
T

Folosim formulele (6.2.10.) Mai intii, fxl(x)=4ijlc(x,y,z)dydz. Integrala
T

aceasta reprezintd aria sectiunii prin sfera facutd prin punctul (x,0,0); sectiunea

are formi de cerc cu raza r = +1-x?, deci aria este n(l- x%, deci
3
2 f (x,y)=—[1c (x, y,2)dz
(x):ilﬂr_x)_ Apoi, e an° . integrala este lungimea

sectiunii facute in sferd (x,y,0) , care este intervalul [- \/1— x2 —y? \/1— x2-y%1,

3y1-x2—y? .

o {xz +y? gl} '

fy,

deci avem f(y x y(x.y)= Deci avem in concluzie

-2

4

2 41-x2—y?
fx2|x1=x(Y)_ 1

T 12 [_mm} (y)

fy,

N 2l -x?) ,
fx3|X1:x,X2:y( ) 3\/1_)(2 _y2 1[—\/1—x2—y2 ,\/1—X2—y2}( )

Principial ar trebui sa simulam pe X; dupa prima densitatea. Cu valoarea lui X; =
X astfel obtinutd simuldm pe X, dupd a doua. Gasim X, =y si, cu x si y astfel
gasiti, simulam pe Xs.

Se poate face, dar necesita timp si la calculul cuantilelor se pierde mult din
precizie. Poate e loc si de mai bine.q.e.d.

1\(4 3
Exemplul 6.2.9. Sa se simuleze un vector X ~ N((J,(g gJ)
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Solutie

2

< y r . y

In general, daci X ~ N([MJ, °1 01;52 ), atunci se demonstreazi usor,
Ho I’0'10'2 Gy

folosind functia caracteristica sau ce generatoare de momente, ca
2
. ()
Xe~ (019 5 e X ~ N + 1% 1) 22 (3117 )
1
Tn cazul nostru py = p, =1, 61 =2, 5, = 3, r =0.5. In ,,R” este foarte simplu:

mul=1;mu2=1;sigl=2;sig2=3;r=.5;N=10
x1=rnorm(N,mul,sigl);mu2yx=mu2+r*x1*sig2/sigl
x2=rnorm(N,mu2yx,sig2*sqrt(1-r"2));x2
chind(x1,x2)

x1 X2
[1,] 1.4348022 -0.4392765
[2,] 2.9756048 1.3576312
[3,] 1.4325336 5.1186160
[4,] 3.6110443 0.2845141
[5,] -1.6309399 -0.8586991
[6,] -1.1127450 -3.2264889
[7,]-1.7916329 -3.2797160
[8,] 0.2004633 5.0036828
[9,] 3.4808525 5.0187472
[10,] -0.2603470 2.8354261

In figura aliturata vedem rezultatul a 5000 de simulari.

#1

Pentru dimensiuni mai mari, algoritmul general nu mai este satisfacator nici
pentru simularea vectorilor aleatori normali, deoarece formulele de calcul pentru
(X;| Xy,....Xj1) devin tot mai complicate.
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6.3. Algoritmi speciali: repartitii uniforme

Problema 6.3.1. Fie C < R* o multime compacta de volum )\(C) > 0. Si se
simuleze un vector X ~ Uniform(C).

Am vazut cd algoritmul general pune mari dificultiti chiar in cazurile
simple. De exemplu, chiar si pentru o multime simpld, cum ar fi simplexul C = A
= {(x,y,z) € [0,1]® : x + y + z < 1},unde densititile sunt usor de calculat am avea

probleme: f = 6lc, fy (x)=30-xLon(X), fx x,(%y)=60—x-yly,ya =
2(1—x—y)1

T i-x1](¥). La prima densitate ¢ usor de calculat cuantila, la

fx2|x1=x(Y)=

a doua e greu.

Algoritmul acceptare / respingere. Ideea este sa generam vectori
aleatori unifom repartizati intr-o multime mai mare, unde este comod de facut
aceasta, si sd retinem doar acei vectori care sunt C. Cel mai comod este sa
includem C intr-un hiperparalelipiped [aj,b1]x...x[ak,bi]

Formal, rezultatul este urmatorul:

Propozitia 6.3.2 FieCc Ac R* douda compacte de masurd pozitiva si fie (X,), un
sir de vectori aleatori i.i.d. repartizati Uniform(C). Fie N=inf {(n: X, e C} siZ=
XN

Atunci Z ~ Uniform(C).

Demonstratie
Fie p = P(X, € C). Atunci P(N = n) = p(1 — p)"*, deci probabilitatea ca nu

nimerim niciodata in C este 0. Fie B < C o multime boreliana. Atunci

P(Z € B)=P(Xy € B)= YP(Xy €B,N=n)=
n>1

: P(X, €B) :
P(X;eCVj<n,X,eB)=—-""—_ 3 P(X; gCV¥j<n,X,eC)=
gl( jELVI<N, Xj € ) P(Xn)eC)El( jECVI<MAn € )
k k k
P(XnEB)zp(l_ p)rt = P(X, cB) _ ¥ (B)/2 (A)zk(B),exactcevoiam.

P(X,)eC) nst P(X,)eC) aX(C)ak(a) ()

Viteza algoritmului depinde, evident, de raportul dintre volumul lui C si
volumul lui A. Tn cazul C = Az, putem lua A = [0,1]° - mai bine nici nu se poate.
Cum raportul dintre volume este 1/6, ne asteptdm ca in jur de o sesime din
punctele generate Uniform(A) sa fie si in C. Chiar asa si este: dupa 120 de
simulari, am reusit sa nimerim de 23 de ori in A.
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N=120;x1=runit(N) ;x2=runift(N) ;x3=runit(N) ; s=x1+x2+x3
v=which(s<1l);nf=length(v)

xbl=1:nf;xb2=1:nf;xb3=1:nf

for (G in 1:nfF)
{xbl[i]=x1vLil]:;xb2[1]=x2[v[i]];:xb3[1]=x3[Vv[i]ll}
x=cbind(xbl,xb2,xb3);x

xbl Xb2 Xb3
[1,] 0.261076623 0.001725541 0.59342688
[2,] 0.329976494 0.618442961 0.02125208
[3.] 0.070146402 0.406062445 0.41304084
[4,] 0.551778257 0.067009293 0.28671116
[5,] 0.229001845 0.150103106 0.29779559
[6,] 0.145313528 0.550778716 0.19904163
[7,] 0.019184817 0.133237032 0.68866607
[8,] 0.180765220 0.394726553 0.23718938
[9,] 0.619285529 0.085581634 0.19468893
[10,] 0.012022830 0.403672086 0.19543799
[11,] 0.420006088 0.054411151 0.36632268
[12,] 0.042866380 0.024161682 0.77753557
[13,] 0.394432793 0.135697418 0.09784523
[14,] 0.342567456 0.325553098 0.11622695
[15,] 0.439633231 0.135284625 0.04868877
[16,] 0.002924559 0.660988999 0.21707588
[17,] 0.442618400 0.198682676 0.14334936
[18,] 0.055533753 0.397702978 0.21110361
[19,] 0.102202073 0.703533423 0.04253352
[20,] 0.101106154 0.433682927 0.38915822
[21,] 0.458446015 0.205739238 0.10033640
[22,] 0.067286825 0.133509017 0.29028897
[23,] 0.229641613 0.620405543 0.06375227

Daca insa k, dimensiunea simplexului, in loc sa fie 3 era 7, atunci
volumul sdu era 1/7! = 1/5040. Din 120 de simulari era foarte probabil ca nici
una sd nu fie In multimea dorita.

Avem s1 o veste bund: dacd C este un simplex, atunci existd algoritmi
rapizi care genereazd vectori repartizati uniform acolo. El se bazeaza pe
urmatoarea descoperire

Propozitia 6.3.3. Simularea rapida a vectorilor repartizati uniform intr-un
simplex. Fie n+1 variabile aleatoare i.i.d. (X;):<j<n+1 repartizate Exponential(1).

X . . .
Fie S suma lor si Y;= —. Atunci vectorul Y = (Y;).j<, este repartizat Uniform(a,)
S

unde A, = {xe[0,1]": Xy + Xp + ..+ X, < 1}.
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Demonstratie
Fie f: ®" —» R o functie masurabild si marginita. Avem de calculat Ef(Y)

in speranta ca rezultatul va fi n! [ fdA" . Din formula de transport, avem
A

n

X, X X ..
Ef(Y) = | f(_ll_Z,...,—”Je‘sl[o oyt (Xgyeers Xy s X g )X OX5....0X,, 1 . ACT S EStE SUMA Xy
S S S ’

+ ...+ Xn+1

Facem schimbarea de variabile

Y1 =X4/S, Y2 = XofS,..., Yn = Xi/S , Yn+1 = S. Jacobianul ei este M =s",

D(ylr---yn+1)

imaginea multimii [0,00)"x[0,00) prin ea este A, x [0,00) deci integrala devine

EF(Y) = [ (Y0, Y2 Y )5"€ L (Yirooos Vi Mo,y (S)lYa Y.y dls =

[E(V2 Y20 Yo loa (Vaieees Yo )Jlyadys...dy, [s"e™ds , adica exact ce doream — cici a
0

doua integrala este n!. g.e.d.

In general o multime se numeste simplex n dimensional daci este
anvelopa convexa a unei multimi de n+1 puncte si, daca, in plus, are interiorul
nevid. De exemplu, pentru n = 2, orice triunghi ABC este un simplex, cu conditia
ca nu cumva cele trei puncte si fie coliniare. In spatiu, orice tetraedru ABCD
este simplex daca nu cumva cele patru puncte sunt coplanare.

Frumusetea este ca simplexul S = S(a) cu virfurile a;a,....a,ay+1 Se poate descrie
ntotdeauna sub forma

S= {a1X1 + aXo +....ta Xy + a.n+1(1 X1 =Xo-...- Xn) . (X1 y Xoy o Xp € An} (631)

Si de aici se vede ce avem de facut pentru a simula un vector uniform
repartizat acolo: simuldm vectori aleatori repartizati unifom in A,.

Exemplul 6.3.4. Sa se simuleze un vector aleator repartizat U(C) unde C este
triunghiul ABC

Solutie. Fie a,b,c afixele celor trei puncte. Atunci

aX, +bX, +cX i
x = At BR T O3 nde X; sunt i.i.d si ~Exponential(1).
X1+ Xy + X,
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Mai existd un caz in care suntem norocosi: daca X ~ N(u,C). Atunci
folosim urmatorul truc:

Propozitia 6.3.5. Fie C o matrice porzitiv definita si A o matrice simetrica cu
proprietatea ci A = C. Fie Y ~ N(0,1\) (adicd un vector normal standard — cu
toate componentele i.i.d ~ N(0,1)). Atunci X = AY + u este un vector repartizat

N(,C).

Demonstratie
Evident. X este normal , EX = p si cov(X) = cov(AY + pn) = Acov(Y)A’ = AA’ =
A% g.e.d.

Ca sa construim construim pe A scriem matricea C la forma diagonala C
= ODO’ unde O este matricea vectorilor proprii, care sunt ortogonali, D este

matricea diagonald care cu valorile proprii, inlocuim D cu D - adicd cu
matricea care pe diagonala are radacinile patrate ale valorilor proprii §i punem A
=0+DO’.

Daca avem un software care e in stare sa calculeze vectorii proprii, nu e
nici o problema. Iatd, de exemplu, o functie in ,,R” exact acest lucru

#simularea uneil repartitii normale k-dimensionale

normal<-function(mu,cov)

{k=length(mu);jor=eigen(cov);valp=jor[[1]] #
valp sunt valorile proprii

vecp=jor[[2]] # vecp are vectoriil proprii

kk=k"2;di1ag=1:kk;diag=diag-diag;dim(diag)=c(k, k)

for (1 1n 1:k) {diag[i,i]=sqgrt(valp[i])}

a=vecp%*%diagh*%t(vecp)

u=rnorm(k,0,1) ;x=a%*%u+mu

x}
Functia se apeleaza prin comanda
x=normal (mu,c)

Pentru a o apela este nevoie de vectorul mu = p al mediilor, si de
matricea de covariantd C. latd un exemplu:simuldm 10 vectori aleatori N(u,C) cu

4 1 -1
u=(1,2,3)sic={1 9 2
-1 2 16

xx= 1:30; dim(xx) = c(10,3=
for (1 1n 1:10) {xx[i,]=normal(mu,c)}; xx
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[.1]

-3356960
-3000149
.3323644
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.2891190
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[.2]

.7749180
-3544057
.8461128
.8378104
. 7712231
.6627487
.6121115
.6125076
.1853937
.4922314
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Capitolul 7

Statistica descriptiva

Introducere

Statistica descriptivd este ramura statisticii ce se ocupa cu prezentarea,
organizarea si interpretarea unei colectii de date. Descrierea acestor informatii se
poate face grafic (prin liste, grafice liniare, de distributie etc.), sau prin indicatori
statistici (medie, mediana, abatere etc.).

7.1. Prezentarea datelor statistice

Analiza statistica a unui fenomen Incepe cu statistica formala (culegerea
datelor asupra fenomenului respectiv si inregistrarea datelor). Datele sunt apoi
analizate si interpretate, cu ajutorul statisticii matematice.

Definitia 7.1.1. Prin populatie statistica (populatie) se intelege orice multime
care formeaza obiectul unei analize statistice. Elementele unei populatii
statistice se numesc unitati statistice sau indivizi.

Caracteristica este trasatura comund unitatilor unei populatii statistice.
Valoarea numerica a caracteristicii se numeste variabild aleatoare. De exemplu,
dacd ne referim la repartitia componentilor unei echipe de fotbal, dupa inaltime,
constatam cd multimea sportivilor formeaza populatia statistica, fiecare fotbalist
este o unitate statistica si inaltimea este caracteristica studiata.

Matematic, o populatie statistica este o partitie a unei multimi E, E={A; ,
.., An }, submultimile A;, ..., A, fiind clase. Unitatile statistice care compun o
clasa A; sunt alese pe baza unei relatii de echivalentd, care reprezinta
caracteristica populatiei.

Caracteristicile pot fi calitative sau cantitative. Caracteristicile cantitative
pot fi masurate folosind numere reale. Integrarea datelor cantitative in text are
anumite avantaje, dar tabelele statistice permit realizrea unor comparatii.

In tabelul 7.1.1, avem informatiile privind durata medie a vietii in
Roménia, in perioada 1998- 2007 (conform Institutului National de Statistica),
prezentate sub forma de tabel, evidentiindu-se, astfel, aspectele importante ale
datelor. Obesrvam astfel ca aceasta valoare creste, incepand cu anul 2003, dupa o
scadere nesemnificativa.
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Anul Durata medie
de viata
1998 69,24
1999 69,74
2000 70,53
2001 71,19
2002 71,18
2003 71,01
2004 71,32
2005 71.76
2006 72,22
2007 72,61
Tabelul 7.1.1

Reprezentarea grafica realizata pentru studierea schimbarilor sau pentru
compararea variabilelor statistice se numeste grafic. Exista mai multe astfel de
reprezentari.

Reprezentarea cu batoane foloseste batoane verticale sau orizontale, a
caror lungime simbolizeaza valorile variabilei statistice. Batoanele verticale se
folosesc, de obicei, pentru caracteristici care variaza in timp. Intre batoanele
consecutive se lasa, de regula, un spatiu de jumatate de unitate.

Figura 7.1.1 este reprezentarea cu batoane pentru datele din tabelul 7.1.1.
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71 =

70 —

69 1 —

68 1 —

67

1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
Figura 7.1.1
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Reprezentarea cu batoane orizontale prezintd variante adaptate, de exemplu
reprezentarea pe componente. Diagrama cu batoane grupate furnizeaza o metoda
de prezentare a partilor componente ale unui intreg, fard realizarea unei
comparatii cu intregul.

Daca ne referim la datele din Tabelul 7.1.2, privind structura populatiei
pe medii (urban, rural), data furnizate de

Tabelul 7.1.2
Anul | Urban(%) | Rural(%)
1960 32,1 67,9
1970 36,9 63,1
1980 45,8 54,2
1990 54,3 45,7
2000 54,6 45,4
2001 54,6 45,4
2002 53,3 46,7
2003 53,4 46,6
2004 54,9 45,1
2005 54,9 45,1
2006 55,2 44,8
2007 55,1 449
2008 55,0 45,0

Institutul National de Statistica, se obtine reprezentarea cu batoane orizontale pe
componente, din figura 7.1.2.

m Rural(%)

@ Urban(%)

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Figura 7.1.2
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Graficul liniar pe portiuni este format din segmente de dreapta ce se obtin
prin unirea perechilor de valori corespunzatoare ale unei perechi de variabile
diferite.

Tn tabelul 7.1.3, sunt prezentate datele furnizate de Institutul National de
Statistica privind totalul numarului de imigranti, in perioada 2003-2008.

Total
Anul imigranti
2003 3267
2004 2987
2005 3704
2006 7714
2007 9575
2008 10030

Tabelul 7.1.3
Pentru acest tabel, am realizat graficul liniar pe portiuni din figura 7.1.3.

Total imigranti

12000

10000 =0

6000

4000 T —

2000

2003 2004 2005 2006 2007 2008
Figura 7.1.3

Diagrama circulara aratd descompunerea unui intreg in partile sale
componente. Ele se exprimd ca procente din total si sunt reprezentate prin
segmente de cerc, unghiurile la centru avand masuri egale cu procentul
corespunzitor din 360°.

Figura 7.1.4 aratd structura cheltuielilor din domeniul cercetare-
dezvoltare, din punctul de vedere al surselor de finantare, in Roméania, in 2001.
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Figura 7.1.4

In continuare, ne vom referi la distributii $i reprezentarea lor prin
diagrame si tabele.

Definitia 7.1.2. O variabila statistica se numeste discreta daca ea nu poate lua
decat valori izolate in intervalul sau de variatie. Ea se numeste continua daca
poate lua toate valorile posibile in intervalul sau de variatie.

Ca exemplu de variabila discretd, ne putem referi la numarul capitolelor
unei cdrti, numdrul articolelor produse de o fabrica etc.. Pentru cazul continuu,
putem da ca exemplu indltimea unei persoane, ora sosirii unui tren etc..

Ne referim in continuare la cazul variabilei continue.

Sa consideram un esantion de 40 de angajati al caror salariu brut
exprimat in mii lei, la inceputul lunii ianuarie, conduce la datele din tabelul
7.1.4.

0,831 0,904 0,896 0,961 0,981
0,956 1,705 1,591 1,156 1,221
1,587 0,991 1,981 1,459 1,861

0,82 1,141 1,452 1,344 1,42
1,805 1,052 1,731 1,75 0,976
1,091 1,201 1,895 0,972 1,071
1,605 0,989 1,858 1,081 1,492
1,594 1,354 1,946 1,671 1,057

Tabelul 7.1.4
O descriere precisa a seriei statistice obtinute se realizeazd prin
construirea unui tabel al frecventelor, in care observatiile sunt clasificate in
raport cu numarul unitatilor statistice care se afla intre anumite limite. Tabelul
7.1.5 prezinta frecventele pentru datele anterioare, privind salariile. Astfel,
marginile claselor de valori (0,8; 0.95 ...) din tabelul 7.1.5 sunt limitele sau
marginile clasei de valori. Media aritmeticd a limitelor unei clase se numeste
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mijlocul sau valoarea centrala a clasei. Diferenta dintre cea mai mare si cea mai
micd margine se numeste domeniu sau amplitudine. Frecventa absoluta este data

Limitele Mijlocul Frecventa | Frecventa Frecventa | Frecventa

clasei clasei absoluta | relativa(%) | cumulata cumulata

absoluta | relativa(%)
[0,8;0,95) 0,875 4 10 4 10
[0,95;1,1) 1,025 12 30 16 40
[1,1;1,25) 1,175 5 12,5 21 52,5
[1,25;1,4) 1,325 2 5 23 57,5
[1,4;1,55) 1,475 5 12,5 28 70
[1,55;1,7) 1,625 5 12,5 33 82,5
[1,7;1,85) 1,775 4 10 37 92,5
[1,85;2) 1,925 3 7,5 40 100

Tabelul 7.1.5

de numarul unitatilor statistice aflate intre limitele unei clase, iar cea relativa este
raportul dintre frecventa absolutd si numarul total al unitatilor statistice. In cazul
in care nu este precizat, prin frecventa se intelege frecventa relativd. Multimea
frecventelor (absolute sau relative), impreund cu clasele lor formeaza frecventa
distributiei. Frecventa cumulata a unei clase este suma frecventelor pand la clasa
respectiva, clasele fiind ordonate crescator.

In general, este indicati utilizarea a 10-20 clase de valori.

Histograma este o reprezentare cu batoane, fard spatiu intre acestea. Ea
prezintd marginile claselor pe axa orizontald si frecventele pe cea verticala.

Histograma pentru datele din tabelul 7.1.4 este prezentata in figura 7.1.5.
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Figura 7.1.5.
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Poligonul frecventelor este un grafic liniar pe portiuni, mijloacele claselor
fiind reprezentate pe axa orizontala si frecventele pe cea verticald. Fiecare mijloc
are o frecventd, marcatd printr-un punct. Punctele consecutive se unesc prin
segmente de dreapta, rezultand poligonul frecventelor.

Figura 7.1.6 prezinta poligonul frecventelor pentru datele din tabelul
7.1.4 (pe axa absciselor s-au folosit rotunjiri, pentru a da doar doua zecimale).
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Figura 7.1.6

Poligonul frecventelor cumulate este un grafic liniar pe portiuni, care se
realizeaza similar cu poligonul frecventelor, singura schimbare fiind aceea ca in
locul frecventelor apar frecventele cumulate.

7.2. Caracteristici numerice

Ne vom referi acum la descrierea informatiilor folosind indicatori statistici. In
acest sens, existd doua mari categorii: masuri ale tendintei centrale (media,
mediana, moda etc.) si masuri ale variatiei sau imprastierii (amplitudinea,
abaterea etc.).

In continuare, prezentdm principalii indicatori ai tendintei centrale.

Intr-o distributie (ne referim la variabild continui), clasa cu cea mai mare
valoare a frecventei este clasa modala, iar mijlocul acesteia este moda variabilel.

In tabelul 7.1.5, clasa modala este [0,95;1,1), iar moda este 1,025.

Sa ne referim acum la o multime de date de selectie (variabild discreta),
moda este valoarea cu frecventa maxima.

Sa consideram o grupa formatd din 20 de studenti care sustin un test la
matematica, obtindndu-se rezultatele din tabelul 8.2.1. Aici, moda este 8.

Definitia 7.2.1. Pentru cazul discret, mediana unei multimi x1 X2 ,..., Xm (datele
de selectie sunt ordonate crescator) este valoarea de mijloc, Xm+1)r2, daca m este

. . . . . . 1 9
impar, si media celor doua valori de mijloc, 2 (Xmr2 +Xmp2+1), daca m este par.
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De exemplu, media multimii 5,6,8,9,12 este 8, iar pentru 15, 18, 20, 14,
28, 30 se obtine mediana %(20+24):22.

Nota Frecventa Frecventa
absoluta relativa(%)
3 1 5
4 1 5
5 2 10
6 2 10
7 5 25
8 6 30
9 2 10
10 1 5
Tabelul 7.2.1

Definitia 7.2.2. Pentru o variabila continua, clasa cu frecventa cea mai mica ce
. - - .. . ., M ..
are proprietatea cd frecventa cumulata asociata este mai mare decat E , m fiind

numarul total de clase, se numeste clasa medianei.

Notand cu m numarul total de clase, my mediana distributiei, f; frecventa
pentru clasa [Xi1,Xi), Fi frecventa cumulatd pentru clasa [Xi.1,Xi) si [Xj.1,Xj) clasa
modala. Efectuind o interpolare, obtinem urmatoarea

Definitia 7.2.3. Intr-o distributie, valoarea medianei este datd de relatia

05-F_
me=xi+hj—— |
fi
unde hi:Xi-Xi-1, Fi.. <0,5 ;i Fi >0,5.

Pentru datele din tabelul 8.1.5, clasa mediana este [1,1;1,25), iar mediana

este md=1,1+1,5M =1,122.
0125

y

Definitia 7.2.4. Media(de selectie) a unei multimi x1 Xz ,..., Xm se defineste prin
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- 1
X:EEXi.

De exemplu, dacd lista de preturi, in lei, pentru centrale termice, este
urmatoarea: 9900, 10300, 11200, 12500, 7600, 17500, costul mediu al unei
centrale este

X = %(9 900 +10300 +11200 +12 500 + 7 600 +17 500) = 11500 .

Dacd X1, X2 ,..., X sunt valorile distincte ale lui X, iar n; este frecventa lui

Xi , formula se rescrie
k

iz,nixi

n;

X =

M~

=~

A N; - .
Notand fi=—-, rezulta x = Z fiXj, ("media ponderata").
m ‘
i=1

Definitia 7.2.5. Consideram un tabel al frecventelor cu k clase. Daca x 10X0 e,
Xm sunt mijloacele claselor, ni, ny, ..., Nk frecventele lor absolute si fi, fa, ..., T«

frecventele lor relative, atunci media distributiei este
k

*
>
mai precis

Pentru datele din tabelul 7.1.5, media este
4.0875+12-1,025+5-1175+2-1,375+5-1,475+5-1,625+4-1,775+3-1.925

4+12+5+2+5+5+4+3

X =

=1,3175.

Se observa cd media nu da o imagine completd a datelor de selectie sau a
distributiei. De exemplu, multimile {2, 2, 2, 5, 8, 8, 8}, {3, 3,5, 5, 5,7, 7}, {4, 4,
4, 5, 6, 6, 6} au aceeasi medie, dar au structuri diferite. Acesta este motivul
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pentru care sunt introduse masuri ale variatiei, care sa arate gradul de Imprastiere
a datelor n jurul mediei.

Definitia 7.2.6. Pentru o variabila discreta, diferenta dintre cea mai mare si cea
mai mica valoare a selectiei se numeste amplitudine.

Pntru o variabila continua, amplitudinea este diferenta dintre limita
superioara a clasei cu cele mai mari margini §i limita inferioara a clasei cu cele
mai mici margini.

Definitia 7.2.7. Fie X1 X2 ,..., X m date de selectie avind media X . Abaterea
medie se defineste prin relatia

1 -
am =— X;i — X|.
mgl i x|

Sa consideram urmatoarele date de selectie: 12, 15, 13, 20, 13. Media lor

este x = %(12 +15+13+20+13)=14,6, In timp ce abaterea medie are valoarea

am. = %q 12-14,6|+|15-14,6 | +|13-14,6 | +|20-14,6| +|13-14,6])

=2,32.
Altfel spus, valorile de selectie difera in medie cu 2,32 fatd de media
14,6.

Fie X1 X2 ,..., X« Vvalorile distincte ale lui X, avand media x, iar n;
frecventa lui x; . Atunci
k p—
D i | % - x|

—

2N

i=i

k

A~ N . . -

Notéand cu fi=— frecventa relativa, rezulta x = Z fi | xj —x].
m 4
=1

Pentru datele din tabelul 7.2.1, abaterea medie este a.m.=1,3.

am. =

Definitia 7.2.8. Fie o variabila continua cu un tabel al frecventelor cu k clase.
Daca x 1, X2 ,..., X m sunt mijloacele claselor, ni, ny, ..., ng frecventele lor
absolute §i f1, Ty, ..., T frecventele lor relative, atunci abaterea medie este
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adica
Kk .
am.=> fil —x|.
i=1
Pentru tabelul 7.1.5, calculam abaterea medie §i obtinem valoarea
119,85

=2,99625.

Definitia 7.2.9. Fie X1 X2 ,..., X m date de selectie cu media x . Dispersia se

defineste astfel

m

> 1 -\2

o ==> |Xj — X

LS (1

i=1
18 -2
c = EZ(Xi — X) este abaterea de selectie (empirica) standard.

=1

Fie X1,X2 ,..., Xx valorile distincte ale lui X, cu media x, iar n; frecventa
lui x; . Formula pentru calculul dispersiei devine

k
. N; - —\2
Daci frecventa relativi este fi=—-, rezulta 62 = Z f; (Xi - X) :
m :
=1

Dispersia corespunzatoare datelor din tabelul 7.2.1 este

o2 zzioﬁ-(s—nz +1-(4-7)%+2-(5-7)2 +2-(6-7)% +5-(7-7)% +

6-(8-7)%+2-(9-7)2 +1-(1o—7)2]= 28,
n timp ce abaterea standard este o =1,673.
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Definitia 7.2.10. Fie o variabila continud cu un tabel al frecventelor cu k clase.

Dacd x 1, X2 .., X« sunt mijloacele claselor, ni, ny, ..., ng frecventele lor
absolute si f1, Ty, ..., Tk frecventele lor relative, atunci media distributiei este
K 2
. -
N; (X i — X)
02 _ =i 1

mai precis
c = Z fi (Xi* —;)2
i=1
Pentru datele din tabelul 7.1.5, dispersia este o2 :%%750 =1114, iar

abaterea este o =1,055.

7.3. Corelatie. Regresie

Legatura dintre doud sau mai multe variabile poartd numele de corelatie.
Conexiunea aceasta se poate prezenta sub mai multe forme, cea mai simpla fiind
relatia y = f(x), unde f este o functie de variabila X, egalitate ce arata c Iui X Ti
corespunde o valoare bine determinata a luiy.

Mai jos sunt prezentate notele la algebrd si geometrie obtinute de zece
studenti.

Nr. crt. Nota Nota
algebra | geometrie
1 5 5
2 6 5
3 6 6
4 6 7
5 7 7
6 7 8
7 8 8
8 9 9
9 10 9
10 10 10
Tabelul 7.3.1
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Vom reorganiza datele de mai sus sub forma unui tabel cu doud intrari,
astfel: notele la algebra sunt reprezentate pe axa absciselor, iar cele la geometrie
pe cea a ordonatelor.

5 6 7 8 9 10 | my

[EY
o
©
a1

g1l N|0|©
~
ol

mx | 55 6 65| 75|95 | 10

Tabelul 7.3.2

Vom indica existenta unui student ce ia note corespunzdtoare unui patrat
printr-un punct situat in interiorul acestuia. De exemplu, studentul cu notele 7 si
8 se va regasi in patratul (7,8). Acest tablou se numeste tablou de corelatie.

Observam ca, in general, cresterea notelor la algebrd este insotitd de
cretterea notelor la geometrie. Astfel, intre aceste variabile existd o corelatie
pozitiva. Punctele din interiorul tabloului de corelatie se grupeaza in jurul unei
diagonale a patratului, deci se poate afirma cd avem o corelatie liniara.

In figurile 7.3.1 si 7.3.2, am reprezentat grafic pe mx 1n raport cu x ti pe
my n raport cu y.

12
10 . .
8 .
.
6 . *
4
2
o T T T T T
0 2 4 6 8 10 12
Figura 7.3.1
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10
°*
9 *
8 *
*

7
6 *
5 *>
4
3
2
1
o T T T T T

0 2 4 6 8 10

Figura 7.3.2

12

My si My se numesc functii de regresie. In figurile de mai sus, graficele
lor se grupeaza in jurul primei bisectoare. In figura 7.3.1, avem regresia lui y

asupra lui x, iar in figura 7.3.2, regresia lui x asupra luiy.

Pentru fixarea ideilor, sa consideram V(X,Y) un vector in plan, X si Y fiind
variabile aleatoare. Statistic, suntem interesati de situatia in care vectorul V ia un

numar finit de wvalori, Vij = Vjj (aj,bk), j=1m, k:m vecorul avand

componentele Notand P(\/ =vjk)= P jk, avem Pjk 20 i
m n
Z Z pjk =1. Tabelul 7.3.3 se numeste tabel de corelatie.
j=1k=1
by b, by Y
i P1
% P2
am Pm1 Pm2 Prmn Prm
X P1 P2 Ph

Au loc urmatoarele relatii:

Tabelul 7.3.3
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Pj, respectiv. py, se numesc probabilitdti marginale si reprezintad
robabilitatea ca X =a;, respectiv Y =b,, penrtu orice valoare a celeilalte
p j p ks P

variabile.
Similar cu valorile medii pentru variabilele unidimensionale se definesc
cele pentru variabilele bidimensionale. Dacd notam

m n
[nS
My = ZZ Pikajby
j=1k=1
obtinem, ca valori particulare:

m n m
mo =33 pay - 2o
j=1

j=1k=1
m n

Moz =D D Pikby »
j=1k=1

care se noteaza, de obicei, prin m; si respectiv my, ele fiind coordonatele
centrului de greutate.
Momentele centrate se definesc prin:

m n
tes =X - (¥ —mp)* |- S o —m ) (o - )
j=1k=1
Momentele centrate de ordinul al doilea au denumiri speciale in teoria

probabilitatilor. Astfel, pog Se noteaza cu 012 si reprezintd dispersia lui X,
Wgg, Notat 0% , este dispersia lui Y. pqq este covarianta variabilelor X si Y.
m
Z Pijai
Daca notam prin E(X |Y :bj):L valoarea medie a lui X,
p -

J
conditionata de Y =bj, obtinem modul de comportare al variabilei X atunci

cand Y ia valoarea bj Avand n vedere toate valorile (aj,bj), i=1m, iar b;

ramane fix, diversele medii conditionate referitoare la a; caracterizeaza modul de
variatie al variabilei X pentru Y =bj fixat.
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Se poate caracteriza aceastd variatie pintr-o relatie X = f(Y), astfel ca
my(X = f(bj)|Y =b;) sa fie minima, m, fiind momentul de ordinul al doilea.
In general, se incearci o exprimare de forma Y =oax+p, astfel ca

E(Y —aX —y)? si fie minimi. Avand in vedere ci
2

m n
E(Y —aX —y)? =3 pij(bj — 0.8 —B) ,
i=1j=1
si derivind in raport Ccu o, se obtine dreapta de regresie
= P92 (x_m,). Am notat prin p = E(X —my XY —m)
°1 VE( =my (Y - mp)?
de corelatie.

coeficientul

y—myp
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Capitolul 8

Teoria selectiei

Introducere

Teoria selectiei s-a dezvoltat datoritd necesitatilor practice. In multe situatii,
apare necesitatea de a obtine informatii relevante despre multimi cu numar mare
de elemente, neexistand posibilitatea reald de a studia fiecare element in parte. Tn
aceste cazuri, se poate examina o selectie (esantion) din multime, in ideea ce
informatia obtinuta este utild pentru intreaga populatie studiatd. Numeroase
aplicatii au condus la axioma potrivit cdreia un esantion dd informatii utile
despre intreaga multime si cd, pe masura ce selectia creste ca volum, datele
obtinute sunt din ce in ce mai fidele.

8. 1. Generarea valorilor particulare ale unei variabile aleatoare

Simularea unei variabile aleatoare este utilizatad atat in statistica (procedee
de esantionare), cat si in modelarea stochastica. Aceastd simulare se poate realiza
cu ajutorul unor obiecte (zar, ruletd), sau algoritmizarea generarii unor valori
numerice pe calculator. Calculatoarele din ce in ce mai performante au
determinat, in principal, orientarea spre cea de a doua metoda.

In ceea ce priveste clasificarea, existd generatoare de variabile aleatoare
uniform repartizate si neuniform repartizate, ultimele construindu-se, in general,
pe baza celor din prima categorie.

Variabile aleatoare discrete uniform repartizate. Fie X o variabila

. . o 1 R . .
aleatoare discreti P(X =i)==, i=1n. Simularea acestei variabile aleatoare
n
utilizeaza o functie g: 1% - I, unde | este multimea numerelor intregi

reprezentate in calculator. Pornind de la valorile initiale X1, X, ..., Xn si folosind
relatia de recurentd X, = g(Xn_k ,...Xn_l), n>k, se genereaza o secventd de

numere. Sirul (xn) este periodic, deoarece | este finitd. Acest generator este

suficient de bun daca perioada lui este mare in raport cu numarul de valori
generate si valorile generate nu sunt secvential corelate, adica secvente de p
valori succesiv generate ocupa spatiul de dimensiune p. Aceste doua conditii pot
fi indeplinite printr-o alegere adecvata a functiei g. Metodele congruentiale sunt
cele mai utilizate. Ele se bazeaza pe o relatie de recurentd de forma

Xy = F(Xn_k e Xp_g)mod m
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unde f:1% 1.

Este comod sa alegem functia liniara

f(Xp_k seer X1 ) = 81Xp_q + -+ 8 Xn_k +C, a1, ...a C fiind valori Intregi.

Metoda genereaza valori cuprinse intre 0 si m-1, motiv pentru care m se
alege cat mai mare. Pentru k=0, avem generatori de ordinul inti. Tn acest caz,
a=16807, c=0, m=2*' —1sau a=24298, c=99991, m=199017 sunt cateva seturi de
valori adecvate.

Variabile aleatoare continue. Simularea unei variabile aleatoare continue
uniforme pe [0,1] se realizeaza prin generarea de valori intregi uniform
repartizate pe multimea {0, 1, ..., m-1} si prin impartirea lor prin m-1. Pentru o
variabild aleatoare uniform repartizata pe (0,1) se genereaza valori din multimea
{1, ..., m-1}, care se impart la m. O variabila aleatoare X, uniform repartizata pe
(a,b) se genereaza cu ajutorul unei variabile aleatoare Y, uniform repartizata pe
(0,1) dupa care se efectucaza schimbarea de variabila X =(b—a)Y +a.

In cele ce urmeazi, ne vom referi la metoda inversirii functiei de
repartitie.

Fie X 0 variabila aleatoare avand drept functie de repartitie F : R—[0,1],
atunci inversa ei se defineste ca F(y)={xe R| F(x)>u}, (V) ue[0,1],
rezultand astfel o posibilitate de algoritmizare in vederea simularii variabilei.
Pentru diverse repartitii concrete, se obtin diversi algoritmi.

. e ) . Xi| . —
Repartitii discrete. Fie X o variabila aleatoare discreta, X: ( ! ], 1=1n,
i

n
Z Pj, Pj > 0. Aceastd variabild are functia de repartitie
i=1
F,=0,x<x;
F(x) = S |
F :Zpk,xi_1 <XEX;
k=1

1,x>x,.

Atunci inversa functiei de repartitie se determina astfel:

F™u)=x,
ori de cate ori F(x_)<u<F(x), i=1n, unde x,=-o, F(x,)=0.
Algoritmul de simulare consta in generarea unei valori U, uniform repartizate n
(0,1), si in determinarea indicelui i astfel incat F_, <u<F..

Exemplul. 8.1.1. Sa consideram o variabila aleatoare binomiala X, cu functia
de repartitie
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0,x<0;
k
F(x)=1>.Cip'@-p)"" k-1<x<k

i=0
1, x>n.

X poate fi simulata prin construirea tabelului asociat functiei de repartitie §i
aplicarea metodei clasice de cautare. O alta posibilitate este de a simula
extragerile cu revenire §i de a numara de cdte ori se produce evenimentul de
probabilitate p. In acest sens, se considerd N, cel mai mic numdr natural pentru

care n, = Np si n, = Np sunt naturale §i se construieste tabelul corespunzator,
cuvalorile t, =t, =..=t =1, t, ,=t,,=.1,, =0

"ttt +n,

Exemplul 8.1.2. Fie acum o variabila aleatoare geometrica X, avind functia de
repartifie

0,x <0;
k
F(x)=1>.pa" k-1<x<k,

i=0
I, x>n
unde p+qg=1 pe(0l).
X poate fi simulata prin aplicarea modelului clasic de cautare sau prin
simularea variabilei aleatoare cu ajutorul monedei trucate in asa fel incat
probabilitatea aparitiei valorii sa fie p, iar cea a stemei sa fie q. Astfel, variabila
X arata la a cata incercare se obtine stema prima data.

Repartitiile continue. In situatia in care se cunoaste expresia inversei
functiei de repartitie, se poate utiliza forma generalda a algoritmului. In caz
contrar, se utilizeaza algoritmul specific repartitiilor discrete. In prealabil se

determina intervalul (Fi_l, Fi] ce contine pe u, calculandu-se
u-F_,
Fi - Fi—l

Facem precizarea cd aici X reprezintd valoarea obtinutd, si nu X;.

X = Xy + (X —Xiy)

Exemplul 8.1.3. Fie X o variabila aleatoare exponentiald, cu functia de
. 1 .
repartitie F(x) =1—-e™™, x,A>0. Inversa lui F este F™(u) :—Zln(l—u), iar

u este uniform repartizata in (0,1). Astfel, si 1—u este uniform repartizata n
(0,1), rezultand astfel imediat algoritmul de simulare.
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Exemplul 8.1.4 Fie X o variabila aleatoare Weibull, cu functia de repartitie

F(x)=1- e*  a,b>0. Algoritmul de simulare se dudcce usor, pe baza faptului

1

1 b

cd inversa functiei F este F ™ (u) = (——In(l— u)j :
a

Exemplul 8.1.5. Ne referim acum la simularea variabilei aleatoare normal
repartizate, mai precis la metoda bazata pe teorema limita centrala. Conform

X1 +..X
acesteia, daca Xq,X2,..X,y € N(u,0), atunci sirul Z, zﬂ(ﬁ—u]
(¢ n

. S 9 . 1 .
este convergent in repartitie catre Z € N(01). Sa consideram MZE si

X+ + X, _n
2

n

V12

Pentru n=12, algoritmul de simulare devine simplu, Tintrucat
Z, =X, +..+X,-6.

o?= i. Atunci obtinemZ , =
12

Exemplul 8.1.6. Generarea variabilelor y? si Student se bazeazd pe legdtura
lor cu repartitia normala standard.

8. 2. Variabile de esantionare

Fenomenele din natura, studiile sociologice au consacrat metoda sondajului.
Problema care se pune este de a determina caracteristica unei populatii formata
din N indivizi, prin prisma rezultatelor xi, Xz, ... , X, obtinute prin n experiente
indepenente. x; se numesc valori de esantionare, iar populatia este distributia
teoreticd. Daca populatia este infinita, sau poate fi considerata infinita, singura
metodd de cercetare pentru determinarea caracteristicilor distributiei teoretice
este metoda selectiei (sondajele de opinie). Acelasi lucru se realizeaza si pentru
un numar finit de indivizi (controlul antidoping realizat pe un numar mic de
componenti ai unei echipe).

Definitia 8.2.1. O subcolectivitate a unei colectivitati cercetate se numeste
selectie sau sondaj. Numarul elementelor selectiei este volumul selectiei.

Definitia 8.2.2. Valorile obtinute pentru indivizii care intra in selectie privind

caracteristica X de numesc date de selectie relative la caracteristica X.
Pentru o selectie de volum n vom nota datele de selectie cu X1, X2, ..., Xn.
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Definitia 8.2.3. Datele de selectie X1, Xo, ..., Xn sunt valorile unor variabile
aleatoare Xi, Xy, ..., Xn, care se vor numi variabile de selectie.

Pe parcursul intregului capitol vom avea in vedere notatiile mentionate
in definitia anterioara.

Definitia 8.2.4. O functie de variabile de selectie a carei valoare devine
cunoscuta cand variabilele de selectie sunt inlocuite prin valorile de selectie se
numeste statisticd.

Sondajul este operatia de colectare a elementelor unui esantion din
populatia statisticd examinata. Existd sondaje cu revenire (bernoulliene), cand
elementul extras din populatia consideratd este reintrodus in colectiv inainte de
efectuarea unei noi extrageri, sau sondaje fara revenire.

Colectarea elementelor din esantion conduce la realizarea mai multor
tipuri de sondaje. Sondajul pur aleator se obtine cand unitdtile statistice au
aceeasl probabilitate de a fi alese din esantion (sunt echiprobabile). Daca se
prestabileste un principiu, se efectueazia un sondaj dirijat. In cazul in care
populatia examinata este Impartitd in grupuri (straturi) in raport cu o
caracteristicd prestabilitd, avem un sondaj mixt. Acestea pot fi de mai multe
feluri: sondaje stratificate simple fard revenire, sondaje stratificate (tipice) in
doua faze (se aleg mai intai r straturi din cele deja existente, iar dupa aceea se fac
extrageri aleatoare din fiecare strat). Daca din fiecare start tipic se extrage un
numar de unitdti ales astfel incat raportul dintre volumul esantionului de strat si
volumul stratului sa coincida cu raportul dintre volumul esantionului general si
volumul total al populatiei, se realizeaza un sondaj stratificat proportional. Un
sondaj in care volumul esantionului nu este fixat initial §i prelucrarea continua
pana cand un anumit eveniment se realizeaza se numeste sondaj secvential.

Cercetarea si perfectionarea metodelor de analiza a datelor experimentale
privind un anumit fenomen depind de volumul esantionului ales. Datele pot fi
ordonate dupa anumite criterii, spre exemplu: momentul din timp si locul in care
s-a produs fenomenul frecventa aparitiei acestuia.

Definitie 8.2.5. Frecventa absoluta n. reprezinta numarul de aparitii ale unui

rezultat in cele n experimente efectuate asupra egantionului, in timp ce frecventa
relativa f, este raportul dintre frecventa absoluta si volumul esantionului.

Exista trei moduri in care pot fi organizate rezultatele X, X,,...,X, ale
. e . ) 1
masuratorilor. Primul dintre acestea este X, < X, <...<X,, unde n. =1, f ==,
n
izl,_n, n fiind volumul esantionului, n, frecventele absolute ale aparitiei
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valorilor x, corespunzatoare, iar f, sunt frecventele relative, cel de al doilea ar fi

n. ) _
X, <X, <..<X,n =1l f.=—i=1k.
n

Sa presupunem acum ca masuratorile pot fi grupate in k intervale de
valori, de lungime egala, fiecarui interval corespunzandu-i un reprezentant X,

i =1k. In aceasta situatie, frecventele absolute asociate fiecarui interval sunt
egale cu numarul de valori ale caracteristicii masurate in intervalul respectiv.
Apare astfel cel de al treilea tip de serie statistica, si anume

n

~ ~ ~ _ i .__
X, <X, <.o<X, =1 = i=1Kk.

Deosebirea fatd de cel de al doilea tip constd in faptul ca in serie apar
reprezentantii intervalelor.
Fie X caracteristica examinata. Ea poate fi caracterizata prin

X: > fo=1
fi i=1 I
sau prin functia empirica de repartitie, notatd F_ . Pentru seriile din primele doui
categorii, aceasta are forma

0,X < X,

* _ i—l
F, () = Dofxy <x<x,i=Lk+1.
j=1

Pentru ultimul tip, functia empirica de repartitie este data de
0,x<l,,
* i—1
= X - I -
P =9 g o X g 1 <x<li=TkL
i=1 d
k filnd numarul intervalelor (1, ,,1,), iar d lungimea acestor intervale.

Este usor de remarcat faptul cd functia empiricd de repartitie este
analogul functiei de repartitie a unei variabile aleatoare discrete finite.

Datorita diversitdtii marimilor obtinute, si aici sunt necesare analiza §i
organizarea datelor. Tendintele de grupare si imprastiere in jurul unei tendinte
maxime se mdsoard cu indicatori care se definesc similar cu cei definiti in
capitolul 8, de aceea nu 1i vom reaminti.

Definitia 8.2.6. Media de selectie (momentul de ordin 1) este definita prin
relatia

Daca X; reprezinta valoarea observata a variabilei X;, valoarea numerica a
acestei statistici este
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— 1
n=
j=1
Definitia 8.2.7. Momentul centrat de selectie de ordinul r este dat de relatia
1¢ -~
e == (X=X,
N

notatie pe care o vom folosi §i pentru valoarea momentului de selectie de ordin
r,

1 &
N
Hr :_Z(Xj -X)".
n=«
J=1
Rezulta de aici valoarea dispersiei de selectie,
n
2_1 N2
sT== (X - X"
n =1

In paragraful urmitor vom demonstra proprietiti privind media de
selectie si dispersia.

Exemplul 8.2.8. Sa consideram un esantion de 20 de clienti ai unui magazin
alimentar. Ne propunem sa studiem frecventa X cu care clientii fac apel la
serviciile magazinului de-a lungul unei saptamani si sa cercetam cheltuielile
lunare Y 1n zeci de lei ale clientilor pentru achizitionarea de produse din
magazinul respectiv. Datele de selectie sunt urmatoarele (in ordinea in care au
fost obtinute):

X:2114325,612,3234,6,2,4,3,2]

Y :90,9,101,88,85,77,102,100,86,97,76,121,113,110,96,9,2,108,112,109,103.

Datele de selectie pentru caracteristica X au n =6 valori distincte, rezultand,
astfel, pentru aceasta, distributia empirica

(1 2 3 456
X '(4 6 4 31 2]'
In cazul lui Y, vom face o grupare a datelor de selectie corespunzitoare, I
intervalele [70,80), [80,90), ..., rezultand, in acest mod, urmatoarea distributie
75 85 95 105 115 125]

2 4 4 6 3 1)

Mediile de selectie ale celor doua caracteristici sunt:

Y:2—10(4-1+6-2+4-3+3-4+1-5+2-6):2,85

empirica Y . (

\7:2—10(2-75+4-85+4-95+6-105+3-115+1-125):98,5.

207



Pentru momentele centrate de selectie de ordinul al doilea, obtinem:

20
1 -2 1 2 2 2
uz(X)zz—Ojgzl(Xj—X) :2—0(4-(1—2,85) +6-(2-2,85)°+4-(3-2,85)° +
3-(4-2,85)°+1-(5-2,85)° +2-(6—2,85)° ): 2,3275.

1 20( —)2 1( 2 2 2
Y)=— -Y| =—\2-(75-98,5 4.(85-98,5 4.(95-98,5
na(Y) 20 j§=1 Yk 20 ( ) +4-( )" +4-( )

6-(105—985)° +3-(115—985)? +1- (125 98,5)? ) =182,5.

Functiile de repartitie de selectie ale celor doua caracteristici sunt.

0, x<L

i, 1<x<2;
5

i, 2<X<3
2

Foo.x (X) =

respectiv
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0, y<i
1
—, 15<y<85
10
3 .
—, 85<y<095;
10
* 1 .

Foo,y () = o 95 < y <105;
4
5 105 < y <115;
1
—, 115<y <125
20
1 y>6.

Repartitii  statistice bidimensionale. Ne indreptdim acum atentia asupra
populatiilor statistice care au doud caracteristici (cantitative sau calitative). Sa
considerdm X si Y caracteristici cantitative ale unei populatii, pentru care s-au
determinat valorile X, X,,...,X,, respectiv y,Vy,,.. Y. Fie n; frecventele

LEATSS]

absolute ale cazurilor pentru care X =x; si Y =y;, i=1r, j=Ls.n fiind

r S
momentul selectiel, in mod evident relatia ZZHH =n. Frecventele relative
i=1 j=1

sunt —- =1, zz f; =n, si sunt trecute intr-un tabel de corelatie, asemanator
n

i=1l j=1
unei matrice cu r linii si s coloane.

Definitia 8.2.9. Momentul de selectie de ordinul k in raport cu X si Y este dat de
relatiile:

Mko = ZZ fij XI = Z f|0X| =X,

i=1lj=1

Mok _szljyl _ZfOJXI =y,

i=1lj=1

unde f,, :Zs: fi sify :Z fi .
= i=1

Definitia 8.2.10. Momentul de selectie de ordin h in raport cu X de ordin k in
raport cu Y se defineste prin
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r s
h,k
Mp =D > X'y -
i=1j=1
Momentele centrate uy se definesc in mod asemandtor.

Definitia 8.2.11. Momentul centrat mixt de ordinul al doilea,

r s _ _
g = 2> i (6 =x)(yj - ¥).

i=1 j=1
reprezinta covarianta de selectie, in timp ce coeficientul de corelatie este
—2 —2
:Eé, S, ,S, fiind dispersiile de selectie ale celor doua variabile
$152

individuale. Coeficientul de corelatie reprezinta, de fapt, o masura a dependentei
celor doua variabile X si Y.

8.3. Legi de probabilitate ale variabilelor de esantionare

Principiul  fundamental al statisticii matematice afirma ca frecventa
experimentald de aparitie a unui eveniment converge catre frecventa teoretica,
datorat lui Bernoulli.

Teorema 8.3.1. (Bernoulli) Fie a, numarul de aparitii ale unui eveniment A in
n experimente independente §i p probabilitatea de realizare acestui eveniment in

L . a . f .
fiecare experienta. Daca f, =—" este frecventa relativa de aparitie a acestui
n

evenimentului, atunci sirul (f) converge in probabilitate catre p.

Demonstratie

Deoarece a,=nf , a, 6 este o variabild binomiald, asadar E(a,)=np si

n? n
Var(a,) =np(l— p). Au loc urmatoarele relatii, avand in vedere inegalitatea lui
Cebisev:

Pq fnl— - p| < 8): ann - np| < ng):

P(jan -M(a,) < ng|)>1— Dgag) =
n’e
=1— p(l_zp)
ne
De aici rezultd cd lim P(] fn —p| < £)=1, g.e.d.

nN—oo
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Aceastd teorema permite doar evaluarea directa a probabilitatii p de producere a
unui eveniment. Cand ne referim la o variabila aleatoare, pentru obtinerea de
informatii globale trebuie sa facem apel la teorema lui Glivenko.

Teorema 8.3.2. Fie F functia de repartitie a statisticii X, si F._ functia de

repartitie de selectie corespunzatoare unei selectii bernoulliene de volum n,
atunci

P( lim max

N—>00 X—00

Fa (00~ F (0| = oj -1,

Pentru demonstratie, indrumam cititorul spre lucrarea [11].

Teoremele de convergentd aratd conditiile In care repartitia statistica
(empiricd) tinde catre cea teoreticd. Aceasta din urmd nu este cunoscuta, de cele
mai multe ori, ea putand fi apreciatd doar cu ajutorul momentelor de diferite
ordine ale variabilei considerate X. In aceasta situatie, apare insa problema de a
studia in ce masurd diversele momentele de selectie converg citre momentele
teoretice. Trebuie sd precizam ca valorile variabilei X rezultate din masuratori
sunt, de asemenea, variabile aleatoare, numite variabile de selectie. Ele depind de
esantionul ales, asadar momentele de selectie devin, la rdndul lor, variabile
aleatoare.

Dacd X este o variabild aleatoare examinata printr-o selectie de volum n,

obtinutd printr-un sondaj pur aleator, care are momentele E(X I‘) si dispersia
Var(X), atunci variabilele de selectie X, X,,..., X,; sunt independente, au
aceeasl repartitie ca §i variabila initiala X, aceleasi momente §i aceeasi dispersie.

Teorema 8.3.3. Daca repartitia teoretica a unei variabile este normald, de
medie w si dispersie 02, atunci distributia mediei de selectie obtinuta prin
sondaj pur aleator este de asemenea normala.

Demonstratie
Variabilele de selectie sunt independente si normal repartizate. Folosind
Kk
notatiile anuntate la Tnceputul paragrafului, media de selectie, X = Z fi Xi ,
i=1

este o combinatie liniara de variabile repartizate normal, agadar are tot repartitie
normald, parametrii fiind Insd urmatorii:

k
M(X)=M| > fiX;
i=1

k k
D MXi)=p) fi=p
i=1

i=1
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k
Var(X) = Var{Zf,X ]GZZfZ g.e.d.

=1

Observatia 8.3.4. In cazul unei serii statistice din primul tip descris anterior,
. . .. 02
dispersia mediei are valoarea —.
n

Teorema 8.3.5. Fie X, Xjp,...X

inj ] =Lk, selectii independente din

populatii normale N(uj,G%) si X_j, 1 =LK, mediile de selectie. Atunci

k k
variabila Y = Zaj X j este de asemenea normald, de parametri Zajuj ,
02
2 J
respectiv aj
p Z -

j=1 J

Demonstratie
_ o3
Aplicand teorema precedenta, rezultd ca Xj e N| pj ’n_-J . Variabila v, fiind
J
combinatie liniard de variabile normal repartizate, este tot normal repartizata,
calcule asemanatoare celor din teorema anterioara conducand la determinarea
parametrilor sai. g.e.d.

Teorema 8.3.6. Daca X € N(0, 02) si Xq,X9,..., X reprezinta variabile de
n
selectie obtinute prin sondaj pur aleator, atunci Y = Z X i2 € Xz (n,o).
i=1
Demonstratie
Consideram Y = Xi2 si Xj € N(O,GZ),i =1n. Au loc relatiile:
Fy. (x) = P(Y; <X) = P(X{ < x) = P(-Vx < Xj <+/x),> 0.

& —u —x?
/" du si fY (X)— A‘fz, rezulta
—I

< 2 o . U e g
cd Yj € x°(n,0). Functia caracteristica a lui Y arata cd ea este variabila din

Deoarece Fy. (x) =

Xz(n,c), g.e.d.
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Teorema 8.3.7. Fie X :(Xl, X2,...,Xn)t o selectie obtinuta prin sondaj pur

aleator dintr-o populatie caracterizata de o repartitie normala redusa gi
n

A= (aij )1<i j<n 0 martice ortonormald. Atunci variabilele Vj = Za jk Xk
T k=1
] =1,n, sunt independente si normal repartizate, de parametri 0 si 1.

Demonstratie
Daca V = (\/1,V2,...,Vn)t, deoarece V = AX si matricea A este ortonormala, au
loc relatiile:

n n
2 _yty _ytatay _ ywity _ 2
dvi=viv=x'AlAX =x'x =) v{.
j=1 j=1
Functia caracteristica a vectorului V devine, succesiv:

L 1 5
I Ztkvk n Ithk ——Xk

oy (tg,tp,.. ty) = E| e k=1 —\/2_ J H 2" dxy...dxp, =
T
n k=

Itk Xk —

tl?/ n n
xk=He 2 =ITox, @) =]]ox, ®
k=10 k=1 k=1 k=1

Variabilei V ise asociaza functia caracteristica urmatoare

:@HJ.

t
?_ ; -
H@x (tajx) = He 2 =e’k" =e2 =9y, (1)

Acest lucru arata ca V j sunt normal redus repartizate. Avand in vedere ca

functia caracteristica a vectorului V este chiar produsul functiilor caracteristice
ale variabilelor componente, rezultd ca Vj sunt variabile independente, g.e.d.

Teorema 8.3.8. Daca X = (Xl, X2,..Xp )t este o selectie obtinuta prin sondaj

pur aleator dintr-o populatie caracterizata de o distributie normala redusa,
atunci variabilele:
n
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n

V=Y (x; - X P :éxiz _%{EX‘T

i=1
sunt independente. Tn plus, U e N(0,1) si V € x?(n—1,).

Demonstratie
U este o combinatie liniard de variabile independente identic repartizate,
asadar U este normal repartizata, cu parametrii:
EU) =0,

Var(U)Var{ ZX} nnVar(X) 1.

. . ) . A 1 )
Sé consideram acum o matrice ortonormala A, Tn care g, =—,Vk, si
n

V =AX =(V1,V2,.Vy). Avand in vedere teorema anterioard, Vje N(0]1).
Egalitétile

Teorema 8.3.9. Fie X =(Xq,X9,...,X) 0 selectie obtinuta prin sondaj pur

m M:

évjz :iZ:Xiz —{%Zn:x } Zx2 __{

conduc la concluziaca V € XZ (n-11), g.e.d.

aleator, dintr-o populatie normal distribuita, cu parametri n si 2. Atunci:
X-p

U= Jn e N(0),

13 Xi - X )
2
:_ZZ(X -xf Z( . ] e 72(n-11).
i=1 i=1
Demonstratie
A Xi—-p . — .
Notand Yj = ! M,I =1,n, rezultd caYj € N(0,1). Concluzia rezulta

c
usor, verificand conditiile din teorema anterioara prin intermediul variabilelor
ajutatoare abia introduse, g.e.d.
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Capitolul 9

Teoria estimatiei

9.1. Estimatori nedeplasati

Sa consideram o variabild aleatoare X a carei lege de probabilitate contine
un parametru 6. Fie X,, ..., X variabile aleatoare independente care au aceeasi
distributie ca s1 X.

Alegem o anumita functie t(X,, ..., X,) pe care o vom utiliza ca estimator

al lui 6; cu alte cuvinte, dacd dispunem de valorile X, ..., X, obtinute

n

experimental, numirul t(X,, ..., X, ) va fi considerat ca estimator al parametrului 6.

Definitia 9.1.1. t(Xy, ..., X,) se numegte estimator nedeplasat al parametrului 0

daca media lui t(Xl, ey X n) este egala cu 0 pentru orice valoare posibila a lui 6.

Exemplul 9.1.2. Fie p media lui X. Atunci
1
t(Xq, oy X)) = H(X1+”'+ X,)

este un estimator nedeplasat al lui y, fiindca in mod clar media variabilei
aleatoare
1 .1
— (Xl +.o+ Xn) este egala cu 0 (/,t+... + y) = U.
n

Exemplul 9.1.3. Fie p media lui X i o® dispersia lui X. Pentru un n fixat, notim
1
—(X;+...+ X, ).
n ( 1 n)
_ Am vézut In exemplul anterior cd X este un estimator nedeplasat al mediei
W. In calitate de estimator al dispersiei lui X putem alege pe

S? = 1(Xl2 + ot Xf)— X2,
n
Un calcul algebric elementar ne convinge ci media variabilei aleatoare S°

este egala cu n-1 2 Aceasta aratd ca S2 nu este estimator nedeplasat; deducem
n

insad imediat ca media lui

X =



este egala cu o2, deci _" g2 este estimator nedeplasat pentru dispersia o2
n-1

Cu alte cuvinte, daca dispunem de valorile experimentale X, ..., X,, vom estima

dispersia o2 prin

2 2 2
n Xy + ot X Xy + .t X,
n-1 n n

9.2. Estimatori de maxima verosimilitate

Fie f(x; 0) densitatea de probabilitate a unei variabile aleatoare X, in care
0 este parametrul care urmeaza sa fie estimat. Sd presupunem cd avem la
dispozitie valorile experimentale (X, ..., X,) ale lui X, obtinute in urma unei

selectii de volum n.

Definitia 9.2.1. Functia
L(X;, s X135 0) = T (x5 0)... T (x,;0)
se numeste functia de verosimilitate.

Definitia 9.2.2. Un estimator de maxima verosimilitate este un estimator care
maximizeaza pe L ca functie de 0.

Exemplul 9.2.3. Sa consideram densitatea exponentiala
-0x .
f (X, 9) _ Oe , X> 0 ,
0 , x<0.

Functia de verosimilitate este

L= e g _ gngtlurrxa)
Derivata lui L ca functie de 0 este egala cu
orie bl (x4 x.)0).
Deducem imediat ca L isi atinge maximumul pentru

n
0=—
X; + o F X

Asadar, estimatorul de maxima verosimilitate al parametrului 6 din legea
exponentiala este
n

X1+ ...+ X,
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Exemplul 9.2.4. Sa consideram variabila X cu densitatea uniforma

f(x;0) =
0 , in rest.

Tindnd seama de natura acestei variabile, valorile experimentale (x, ..., X, )
satisfac conditia 0 < X; <60, i=1,...,n.
Functia de verosimilitate este

1
L(X].’ ...,Xn ,9) = H—n .
Valoarea ei este cu atat mai mare, cu cat @ este mai mic. Datorita
conditiilor impuse, cea mai mica valoare posibila a lui 6 este max {Xl, v Xn}.
Prin urmare, estimatorul de maxima verosimilitate este max {Xl, vy X n}.

Exemplul 9.2.5. Sa consideram variabila aleatoare X cu densitatea

(1+0)x?, 0<x<1;
f(x;0) =
0 , inrest.

Functia de verosimilitate este
L (X, o X3 60) = @+0) (%, .. %) .
Derivata lui L ca functie de 0 este egald cu
@+0)" (X, . Xy ) (N + @+0) N (% ... X))
Functia L isi atinge maximumul pentru

n
0 = — -1,
Inx, +...+Inx,

deci estimatorul de maxima verosimilitate este in acest caz
n

InX; +...+InX,

Exemplul 9.2.6. Fie X o variabila normald cu densitatea

1 —(x-0)

Functia de verosimilitate este
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L - 1 . e—l(x1—0)2+...+(xn—0)2J/2 .
r)
Se constata imediat cd ea isi atinge maximumul pentru

Xp +. + X,
n

9:

Deci, estimatorul de maxima verosimilitate este
Xi+...+ X,

n

Sa observam ca 6 coincide cu media variabilei X, deci, estimatorul de
maxima verosimilitate este tocmai estimatorul nedeplasat despre care a fost
vorba in Exemplul 9.1.2.

Exemplul 9.2.7. Sa consideram o variabila normala X cu densitatea

f(x;0) = L ket

o2

Functia de verosimilitate este acum

L = 1 i e—(xf+...+xﬁ)/202 .

(ﬂ)n on

Ea isi atinge maximumul pentru

0 = (1 (X12 +...+ sz,)]l/z :

n

deci, estimatorul de maxima verosimilitate este In acest caz

(% (Xl2 + ..+ Xﬁ)}l/z.
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Capitolul 10

Estimarea prin interval de incredere

Introducere

Estimatia punctuald a unui parametru 6, necunoscut la nivelul unei
populatii, desi constituie o informatie in legaturd cu acesta, nu poate fi utilizata
fara a avea o imagine si asupra marimii probabilistice a erorii de estimare. Apare
astfel necesitatea estimarii unui parametru prin asa numitul, interval de incredere.
In capitolul de fatdi vom prezenta forma generald a intervalului de incredere,
expresia intervalului de incredere pentru medie inclusiv cazul particular al unei
proportii, interval de incredere pentru diferenta a doud medii, interval de
incredere pentru dispersie si respectiv interval de incredere pentru raportul a
doua dispersii. Pe tot parcursul capitolului va fi prezentat doar cazul cand
esantionul se formeaza pe baza unei selectii simple aleatoare formatd prin
extrageri independente.

10.1. Forma generalia a intervalului de incredere

Fie o populatie statistica A, variabila statisticd X studiatd prin intermediul
unei selectii simple de volum n, formata prin extrageri independente,
(X, X,,.... X, ) si un parametru necunoscut 6 asociat variabilei X, pentru care se

obtine pe baza selectiei estimatorul 9_(X1,X2,...,Xn), avand densitatea de
probabilitate f (9 ).

Definitia 10.1.1. Se numeste interval de Tincredere pentru parametrul
necunoscut 6, cu nivelul de semnificatie o < (0,1), intervalul

(0 (X, X,)) 0, (O(X e X)) (10.1.1)

Susceptibil de a contine valoarea lui 6 cu 0 probabilitate (1—a), unde
hl(Q_):hl(Q_(Xl,...,Xn)) §i h2(9_):h2(9_(X1,...,Xn)) rezulta din legea de
probabilitate data prin f (9_ )
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Dupa observarea statistica a esantionului (selectiei), cele doud limite ale
intervalului mai sus mentionat pot fi determinate numeric. Intervalul care
incadreaza parametrul 6 are proprietatea ca acopera valoarea 6 in 100(1—05) din

cazuri. Cu cét nivelul de semnificatic o« este mai mic cu atat € are sanse mai
mari de a se afla in acel interval (de reguld o <0,05). Probabilitatea 1« este

probabilitatea de garantare a intervalului, valorile acceptate fiind de regula peste
0,95.

Observatia 10.1.2. Obtinerea celor doua limite ale intervalului se realizeaza
pornind de la faptul ca pentru Q(Xl, Xz,...,Xn) (sau pentru o alta variabila

aleatoare de lege de probabilitate cunoscutd a carei expresie il contine pe 6) se
pot determina pe baza legii de probabilitate cunoscute, doua valori particulare

a,(0) si a,(0) astfel incdt sa aiba loc relatia:
P(a,(0) <@ <a,(0)) = j(‘:)) £(9)d0 <L—a, (10.1.2)
formula ce se poate scrie, prin artificii matematice, astfel:

P(h, (8 (X, X,)) <0 < hz(e_(Xl,...Xn))):J':z((:)) £(9)d0 =l—. (10.1.3)

Observatia 10.1.3. Dacd estimatorul 6 este un estimator centrat (nedeplasat),
deci E(Q_):Q intervalul de incredere este simetric in raport cu 6 , vom avea
hl(Q_): 0-AO si h, (9_): 0 +A6 unde A0 reprezintd eroarea limiti de

estimare sub forma absoluta. Astfel intervalul de incredere se poate scrie:

PO —-AD <0 <0 +AD) = j(‘:)) £(9)d0 <1-a (10.1.4)

unde A@ este de obicei proportionald cu dispersia estimatorului, prin urmare se
scrie de forma A0 =z-o;, .

Probabilitatea 1—« si eroarca limitd constituic impreund o masura a
preciziei estimarii parametrului 6 prin 0 (Xl,...,Xn). De reguld acestea se
fixeaza apriori, astfel:

AO :
R :7-100 <5% si a<5%. (10.1.5)

[%
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Pe baza acestor parametri ai peciziei va rezulta dimensiunea esantionului prin
Care se asigura precizia dorita, folosind in acest scop formula A0 =z-o, in
care se va vedea cd dispersia estimatorului o, depinde si de volumul n al

selectiei, iar z depinde de nivelul de semnificatie stabilit si de legea de
probabilitate implicata.

10.2. Interval de incredere pentru medie

Vom considera in cele ce urmeaza, cazul cand parametrul necunoscut 6
pe care dorim sa-1 estimam prin interval de incredere este media unei variabile
aleatoare.

Propozitia 10.2.1. Intervalul de Tncredere pentru media unei variabile X ce
urmeaza legea normala N(/,t,az) cu uelR necunoscut si o> >0 cunoscut

o (o)
X+z -—

w5

este de forma (X —z ), cu

PX-z L cu<X+z -Ly=1-a (10.2.1)
1- 1- n

« Jn « Jn

X+ X, +..+ X,

n
esantion obtinut prin extrageri aleatoare independente, « € (0,1) este nivelul de

unde X =

este media de selectie corespunzatoare unui

semnificatie iar 7 , este cuantila de ordin 1—Ea repartitiei normale standard
1-Z
datd prin functia de repartitie (functia integrala  Laplace - Gauss),
2
1 7
¢(x):—Ie 2t
N2 ®,
Demonstratie
Intrucat X e N(/J,GZ), iar media de selectie este de forma
X+ X, +..+ X,

X = , extragerile fiind independente, urmeaza ca
n

2
X e N(u,a—] si mai departe, avem ca variabila
n
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urmeaza legea normald standard (centrata si redusa), N(O,l). In consecinti, fiind
dat un prag de semnificatie o <0,05, vom gasi douda numere z, si z, astfel
ncét:

X —u

P(z, < <zz):%rze_t2dt:¢(zz)—¢(21):1—a
T h

o

n

unde ¢ este functia de repartitic a legii normale standard, Laplace-Gauss,
X t2

q)(x):L j e 2dt, ale cirei valori sunt tabelate. Mai departe, prin artificii de

Vor

calcul folosind probabilitatea unor evenimente echivalente, avem ca:

o

\va va (o} 1 Z —ﬁ
P(X-z2,—=<u<X-2,—=)=—7—=| € 2dt=¢(z,)-¢(z,) =1-«.
2 \/ﬁ 1 \/ﬁ /_271' L 2 1
Pentru o fixat, se pot determina o infinitate de numere z, si z,, astfel Tncat
#(z,)—¢(z,) =1—a, 1nsa pentru o precizie cat mai bund a intervalului de

incredere, ne va interesa un interval de lungime minima, ori acesta se obtine
pentru cazul cand z, = —z,, prin urmare, avem

o

P()T—zz-\/H <u< )T+zz-%) :%f;e_tzdt =¢(z,)-¢(-2,)=1-a .

In acest caz z, se determini din relatia ¢(z,)—¢(-z,)=1-a cu

#(-2,)=1-¢(z,), adica ¢(22):1—%, ceea ce inseamnd cd z, =7, este

. . a .
cunatila de ordin 1—5 , arepartitiei normale standard.

Prin urmare, intervalul este dat prin formula

o

1—% \/ﬁ

PX-7 L <u<X+z

1—% \/ﬁ

)=1-«.q.ed.
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Observatia 10.2.2. Valorile functiei de repartitie Laplace - Gauss,
1 %t a

#(X)=—=— | e 2dt sunt tabelate, adica pentru probabilitatea auxiliara 1——,
( ) \N2r _‘[0 2

vom gasi in tabel valoarea cuantilel 7, =7  insd exista si tabele, care prezintd
1

~ 1 * S .
valorile  functiei ¢(X): > Ie 2dt, x>0, caz in care 1z, este
7T o

1-—

1ty

corespunzatoare valorii

Observatia 10.2.3. Folosind notatia: AX =1 9 se poate scrie intervalul

1—% \/ﬁ

de ncredere ca un caz particular al formulei (10.1.4), (X fiind estimator
nedeplasat) si anume:

P(X -AX << X+AX)=1-a.

Determinarea efectiva a celor doua limite presupune cunoagsterea expresiei
matematice a estimatorului X si a erorii medii patratice de estimare o, fiecare
variind de la un tip de sondaj la altul, aici fiind prezentat doar cazul unui sondaj
aleator simplu cu extrageri independente. Cu cat lungimea AX a intervalul de

incredere, respectiv nivelul de semnificatie o sunt mai mici, cu atdt estimatia
parametrului necunoscut este mai buna.

Observatia 10.2.4. Pentru selectii de volum mare, intervalul de incredere pentru
medie, precizat in Propozitia 10.2.1 este valabila si pentru cazul in care
variabila X urmeaza o lege oarecare de probabilitate, datorita Teoremei limita
centrala.

Exemplul 10.2.5. Sa presupunem ca dispunem de valorile unei variabile
X e N(u,ZZ), obtinute printr-o selectie simpla cu extrageri independente, de
volum 25 si de medie X =55, obiectivul fiind acela de a estima media la nivelul
populatiei, 1, necunoscuta, printr-un interval de incredere de 95%.

Solutie
Intrucdt « =0,05, obtinem din Anexa 1, z , =196 si mai departe,
1

pentru 95% din cazuri,

2
J25°

55—1,96-L< 1 <55+196-

J25
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Prin urmare, in 95% din cazuri, intervalul (54,216 - 55,784) va acoperi valoarea
necunoscutd a parametrului z .

Propozitia 10.2.6. Intervalul de incredere de tip 1-«, pentru media unei
variabile X ce urmeaza legea normala N(/,t,az) cu u e IR necunoscut si

S gt .S

n-1, 1—% \/ﬁ n-1, 1—% \/ﬁ

o? >0 necunoscut este de forma (X —t ), cu

N2 S N2 S
P(X -t =< u< X+t —=)=1-«a (10.2.2)
n-1, 1—% \/ﬁ n-1, 1—% \/ﬁ
o X +X,+.+X - .
unde X =% 2 Leste media de selectie corespunzdatoare unui
n
esantion obtinut prin extrageri aleatoare independente,
T \2 I \2 o \2
X, = X) +IX,=X[J +...+(X =X . )
s’ = ( L ) ( 2 )1 ( . ) este estimatia absolut corecta a lui
n —
o?, ae(01) este nivelul de semnificatie iar t , este cuantila de ordin

n-11-—
2

1—% a repartitiei Student cu n-1 grade de libertate.

Demonstratie
Conform legilor de probabilitate ale variabilelor de esantionare, atunci

X S_” urmeaza legea Student cu n-1 grade de

cand x e N(u,o-z) , variabila T =

/n

libertate, intrucat se obtine ca raport intre doua variabile independente, o
variabild ce urmeaza legea normala standard si radicalul unei alte variabile de tip

x*raportatd la numirul gradelor de libertate. Procedand ca in cazul cand o°
este cunoscut se obtine intervalul de incredere corespunzitor. g.e.d.

Exemplul 10.2.7. Sa consideram estimarea printr-un interval de incredere de
tip 98%, a notei medii de repartitie normala, pornind de la urmatoarele date: 5,
10,7,6,9, 8.

Solutie
Intrucdt « =0,02, n=6, obtinem din Anexa 2, t _ =3,365. Pe baza

n-1,1-—
2

selectieiavem X =7,5, s =187 si mai departe, in 98% din cazuri,
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75-3365 287 1 <7543365. 287

V6 V6

Prin urmare, in 98% din cazuri, intervalul (4,93 - 10) va acoperi valoarea
necunoscutd a parametrului z .

Observatia 10.2.8. Pentru selectii de volum mare, diferenta intre valorile
cuantilelor repartitiei Student i cele ale repartitiei normale standard este
neglijabila. De asemenea este neglijabila si diferenta dintre estimatorul absolut
T \2 T \2 T \2
X=X +#(X, =X) +...+(X, =X
corect s? :( ! ) ( 2 )1 ( L ) Si estimatorul
n j—
(X, = XP + (X, =X +o+ (X, = XP .
U, = . , prin urmare, se poate utiliza

formula (10.2.1) cu o nlocuit de s, .

Propozitia 10.2.9. Pentru selectii de volum mare, intervalul de incredere de tip
1-a, pentru media unei variabile X ce urmeaza legea Bernoulli de parametru
necunsocut p este de forma

5 /D) yPeZ P (1_'05) (10.2.3)

p+rz -

_Z -_
N

unde = X+ X, +..+ X,
n

esantion obtinut prin extrageri aleatoare independente, o € (0,1) este nivelul de

este media de selectie corespunzatoare unui

semnificatie iar z , este cuantila de ordin 1—5 a repartitiei normale standard.
1-Z
2

Demonstratie
Media unei variabile aleatoare ce urmeaza legea Bernoulli de parametru
necunoscut p, are pentru selectii de volum mare, conform Observatiei 10.2.4, 0
repartitie aproximativ normalad cu media egald cu p si abaterea medie patraticd
. g pL—p . - .
aproximativ egald cu p(_p) , prin urmare aplicand Propozitia 10.2.1 se
n

obtine intervalul dorit. g.e.d.

O astfel de medie exprimd de fapt proportia p de indivizi dintr-o
populatie care au o anumitd caracteristica si este tratatd ca media unei variabile X
cu valorile 0 si 1, prin valoarea 1 notand valoarea variabilei X pentru indivizii
care au aceasta caracteristica.
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Exemplul 10.2.10. La un sondaj electoral, 40 din 100 de persoane chestionate s-
au pronuntat in favoarea unui candidat, scopul fiind determinarea unui interval
de incredere de tip 95% pentru procentul de alegatori favorabil acelui candidat.

Solutie
95% cazuri intervalul

1/04 06 961/04 06 adica  (0,304- 0,496), prin
100 100 100 100

urmare in 95% din cazuri, procentul favorabil candidatului va fi aproximativ
intre 30% s1 50%.

10.3. Interval de incredere pentru diferenta a doua medii

Vom considera in cele ce urmeaza problema determindrii intervalelor de
incredere pentru diferenta a doud medii, utila in cazul in care dorim sa avem o
informatie privind diferenta de comportament a unei variabile, de la o populatie
la alta.

Propozitia 10.3.1. Fie doua populatii studiate in raport cu variabila X, pentru
prima populatie variabila fiind de tipul N(/,tl,alz) iar pentru a doua, de tipul
N(/,tz,azz), cu u,,p, necunoscute, respectiv o,’,o,” cunoscute. Fie de
asemenea doua selectii bazate pe extrageri independente de volume n, si
respectiv n,, din cele doud populatii, cu mediile de selectie X, X, . Pentru un
nivel de semnificatie, o € (0,1), intervalul de incredere pentru diferenta celor
doua medii este de forma

2 2 2 2
O % X _X %1% (103.1)
1— n, n, 1‘% n n,

unde z _ este cuantila de ordin 1—5 a repartitiei normale standard.
1-%
2

Demonstratie
(Xl - Xz)_(,ul _,uz)

O, O,

Variabila aleatoare Z =

urmeaza legea normala

standard. g.e.d.

Exemplul 10.3.2. Vom determina intervalul de incredere de tip 95% pentru
diferenta mediilor unei variabile in doua populatii diferite in care se presupune

226



ca repartitiile variabilei sunt normale, de medii necunoscute i, respectiv i, si
dispersii cunoscute o,” =2%,0,° = 3%, pornind de la selectiile de volum n, =7

si respectiv n, =8, de medie, X, = 22 si respectiv, X, = 20.

Solutie_
In 95% din cazuri intervalul va fi

[4 9 [4 9
((22—20)—1,96- 7+§</,t1—/,12<(22—20)+1,96- 7+§]

Propozitia 10.3.3. Fie doua populatii studiate in raport cu variabila X, pentru
prima populatie variabila fiind de tipul N(/,tl,alz) iar pentru a doua, de tipul
N(/,tz,ozz), cu u,,u, Necunoscute, respectiv o,’,o,” necunoscute dar egale.
Fie de asemenea doua selectii bazate pe extrageri independente de volume N, si
respectiv n,, din cele doud populatii cu mediile de selectie X, X, si estimatorii
absolut corecti ai dispersiilor, 812,822. Pentru un nivel de semnificatie,

ace (0,1), intervalul de incredere pentru diferenta celor doua medii este de
forma

- 1 1 s o 1 1
X, =X,-t S |—+—<u —u, <X, -X,+t _-S- |—+—(10.3.2)
ri- n n, i n n,

unde t  este cuantila de ordin 1—%51 repartitiei Student cu A=n, +n, -2

-2
Ty

(nl _1)312 + (nz _1)322
n, +n,—2 '

grade de libertate iar S? =

Demonstratie

Variabila aleatoare T = (Xl _ X2)_ (1, —11,)

urmeaza legea Student cu

n, +n, —2 grade de libertate. g.e.d.

Exemplul 10.3.4. In vederea compardrii comportamentului unei variabile Tn
doua populatii normale, avand aceeasi dispersie, se pune problema determinarii
unui interval de incredere de tip 95% pentru diferenta mediilor variabilei in cele
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doud populatii, pornind de la doud seturi de date de volum 10 si 12 cu mediile
X, =25 si X, =2, respectivs,’=0,2 si s, =0,22.

Solutie_
In 95% din cazuri intervalul va fi

11 11
25-2)—t S|t < — gy <(25-2) -t -S- =t |,
(( )7l pa S gty M He < BT LS 12]

cut , =tyoes =2086 gi 52 = (10_1)'012"‘(12—1)-0,22.
e 10+12-2

Propozitia 10.3.5. Fie doua populatii studiate in raport cu variabila X, pentru
prima populatie variabila fiind de tipul N(/,tl,alz) iar pentru a doua, de tipul
N(/,tz,ozz), Cu u,,u, Necunoscute, respectiv o,’,o,> necunoscute si diferite.
Fie de asemenea doua selectii bazate pe extrageri independente de volume N, si
respectiv n,, din cele doud populatii cu mediile de selectie X, X, si estimatorii
absolut corecti ai dispersiilor, 812,822. Pentru un nivel de semnificatie,

ace (0,1), intervalul de incredere pentru diferenta celor doud medii este de
forma

2 2 2 2

= = S S = = S S
X, =X, =t P22 e, < X = X+t 42 (10.3.3)
) ra2 \n, o n,

unde t _ este cuantila de ordin 1—%51 repartitiei Student cu y grade de
4
2

Sl
. 1 c? —c) . n, —1
libertate unde — = +( ) jar c=—5 .
y m-1 n,- S S,
n-1 n,-1
Demonstratie

(il - Xz)_(,ul _,uz)
s’
n n,

Variabila aleatoare T = urmeaza legea Student cu

y grade de libertate. g.e.d.
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Exemplul 10.3.6. In vederea compardrii comportamentului unei variabile Tn
doud populatii normale, avand dispersii diferite, se pune problema determindrii
unui interval de incredere de tip 95% pentru diferenta mediilor variabilei in cele
doud populatii, pornind de la doud seturi de date de volum 10 si 12 cu mediile

X, =25 si X, =2, respectivs,’ =02 si s, =0,22.

Solutie
In 95% din cazuri intervalul va fi

02 0,22 02 0,22
25-2)—t oot Tty — gy <(25-2)—t S [P 22t
(( ) 7ia g tp MR BT LSy, 12]

cu t _ determinat din Anexa 2, pentru 1—% =0,975 si y determinat din

}’vl—z
0,2
.1 ¢* (1-c) 9
1 —=— =
rea‘glay T cu c 0’2+0’22
9 11

Observatia 10.3.7. Daca volumul selectiilor este mare, se poate considera ca
variabilele aleatoare utilizate in Propozitia 10.3.3 si Propozitia 10.3.5 au

repartitia normald, folosindu-se astfel formula (10.3.1) in care 612,62239

estimeaza prin momentele centrate de ordin 2, corespunzatoare celor doua
selectii. De asemenea, pentru selectii mari, formula (10.3.1) se poate utiliza si
pentru populatii in care repartitia variabilei nu este normala.

10.4. Interval de incredere pentru dispersie si raportul a doua
dispersii

Un alt parametru care se poate estima prin interval de incredere este
dispersia (varianta) unei variabile. De asemenea, dupa cum s-a putut observa in
paragraful anterior, pentru a obtine estimatii privind diferenta a doua medii este
util sa avem informatii despre raportul dintre dispersiile corespunzatoare, atunci
cand ele nu se cunosc, aspecte ce vor fi prezentate Tn acest paragraf.

Propozitia 10.4.1. Intervalul de ncredere de tip 1—«, pentru dispersia unei
variabile X ce urmeaza legea normala N(/,t,az) cu u e IR necunoscut si

o? >0 necunoscut este de forma
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(10.4.1)

unde

s = L

) (Xl—)z)2 +(x, —)7)2 +ot (X —)7)2
n-1

este estimatia absolut corectd a lui o* pentru o selectie de volum n, bazatd pe
extrageri independente, ae(O,l) este nivelul de semnificatie iar y* i

n-11—
2

. . [04 [04
x? , sunt cuantilele de ordin 1—5 si > ale repartitiei y* cun-1 grade de
n-1,—

2

libertate.

Demonstratie
Intrucat, conform legilor de probabilitate ale variabilelor de esantionare,
cum o suma de patrate de n variabile aleatoare independente, de medie 0 si

repartitie normald are o repartitie de tip x> cu n-1 grade de libertate, avem ci
(n-1) s

2

2

variabila X° = urmeaza legea y° cu n-1 grade de libertate, prin

o
urmare pentru un nivel de semnificatie «, gisim doud numere ysi y-, astfel
2 : 2 2

« U X2 =X

n-1,— n11-%
2 2

incat P(;(f <X*< ;(22):1—05. Daci alegem y =y

cuantilele de ordin 1—% si % ale repartitiei y° cu n-1 grade de libertate,

§ (n—1)-s? <2

obtinem y° B
o}

n-1,—
2

. » de unde prin artificii de calcul, rezulta

n-11-—
2

intervalul dorit. g.e.d.

Exemplul 10.4.2. 1In vederea estimdrii variabilitdtii unui instrument de
masurare, se pune problema determinarii unui interval de incredere de tip 98%

pentru o? pornind de la 5 mdsurdtori independente presupuse ca fiind extrase
dintr-o repartitie normald, pentru care s-a calculat s> =2,
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Solutie
5 * 2 2
2 <O 2
X 4,099 Xa001

Xiose =13,28 siyio0 =0,297 rezulta din Anexa 3, cu valorile tabelate ale legii

Tn 98% din cazuri intervalul va fi . unde

x°.

Propozitia 10.4.3. Fie doua populatii studiate in raport cu variabila X, pentru
prima populatie variabila fiind de tipul N(/,tl,alz) iar pentru a doua, de tipul
N(/,tz,azz), cu u,,p, necunoscute, respectiv o,’,o,” necunoscute. Fie de
asemenea doua selectii bazate pe extrageri independente de volume n, si
respectiv n,, din cele doud populatii cu mediile de selectie X, X, si estimatorii
absolut corecti ai dispersiilor, 812,822. Pentru un nivel de semnificatie,
a €(0.1), intervalul de Incredere pentru raportul celor doud dispersii va fi

1 s’ ? 1 s’
< 612 < e (10.4.2)
f S o f 2
n-in,-11-% T2 2 n-1n,-1,% T2
unde f , i f , sunt cuantilele de ordin 1—% §i % ale

nl—l,nz—l,l—z nl—l,nz—l,z
repartitiei Fisher-Snedecor cu n, —1si n, —1 grade de libertate.
Demonstratie

Cum raportul a doud variabile de tip y° este o variabild de tip Fisher,

avem ca variabila F = urmeaza legea Fisher cu n, —1si n, —1 grade de

libertate si rationaand ca in propozitia anterioara, se obtine intervalul dorit. g.e.d.

Exemplul 10.4.4. In vederea compardrii comportamentului unei variabile Tn
doud populatii normale, se pune mai intai problema determinarii unui interval
de incredere de tip 95% pentru raportul dispersiilor in cele doud populatii,
pornind de la doua seturi de date fiecare de volum 10 si 12 cu

s,”=02si s, =022,
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Solutie
1 02 o 1 0,2
<

Tn 95% din cazuri intervalul este : < : ,
f9,11,o.975 0,22 o, f9,11,0.025 0,22

cu g1, 005 =3,59 determinat din Anexa 4, cu valorile tabelate ale legii Fisher

) 1
51 f9,11,o.025 = f— =0,278.

9,11,0.975
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Capitolul 11

Teoria deciziei

11.1. Decizii ,,empirice”

In viata de zi cu zi suntem nevoiti sa luam decizii — importante sau mai putin
importante, la fiecare pas. Cand traversam strada printr-un loc nepermis, culegem in
mod empiric cateva informatii (distanta pana la cel mai apropiat vehicul, viteza cu
care se apropie de noi, etc.), apoi luam decizia de a traversa. De fiecare data ne
asumam riscul ca decizia sa fie gresita, si uneori, decizia chiar este gresita.

11.2. Decizii statistice

Firma de automobile F trebuie sa cumpere o mare cantitate de anvelope si
are de ales intre marcile Al si A2. Tnainte de a lua o decizie, firma testeazi n
anvelope de tip Al si n anvelope de tip A2. Avand la dispozitie masuratorile care
rezultd in urma testarilor, firma decide ca anvelopele Al sunt superioare. Aceasta
decizie se bazeaza pe testarea unui numar n de anvelope, care — prin forta
lucrurilor — este mic in raport cu numarul mare de anvelope care vor fi
cumparate. Prin urmare, exista riscul ca decizia sa fie gresita.

Poate fi ,,masurat” acest risc?

Triumful teoriei statistice a deciziilor consta tocmai in posibilitatea de a
masura gradul de risc in termenii unor probabilitati obiective. Prelucrand statistic
rezultatele numerice ale masuratorilor, statisticienii firmei F pot comunica
managerului ca probabilitatea ca decizia sa fie gresita este mai mica decét, sa zicem,
0.05. Tindnd seama de toti factorii implicati, managerul poate decide ca riscul este
acceptabil. Daca probabilitatea ca decizia sa fie gresita este prea mare, managerul
poate cere teste suplimentare, sau poate lua in considerare parametrii suplimentari.

Cand decidem sa traversam strada printr-un loc nepermis, actionam pe baza
unor probabilitati subiective, si deci gradul de risc este apreciat in mod subiectiv.

Cand avem la dispozitie rezultatele numerice ale unor experimente, teoria
statistica a deciziilor ne permite sa masuram gradul de risc asociat unei decizii in
termenii unor probabilitati obiective.

233



Tn cele ce urmeazi, vom prezenta anumite metode de a calcula astfel de
probabilitati obiective si — implicit — de a aprecia gradul de risc asociat unei
decizii. Metode de acest tip vor fi aplicate la testarea sirurilor binare cu scopul de
a decide daca sunt aleatoare.

11.3. Ipoteze statistice

Intr-o acceptiune larga, prin ipoteza statistica intelegem o ipoteza asupra
unui fenomen aleator. Putem formula, de exemplu, ipoteza asupra naturii
distributiei unei variabile aleatoare: normald, binomiala, Poisson etc. Sau, daca
natura distributiei este precizata, putem formula ipoteze asupra valorilor
numerice ale parametrilor care intervin in structura legii respective de
probabilitate.

Ipoteza care urmeaza sa fie testatd Se noteaza cu Hy. ESte necesar sa
formulam si ipoteza alternativa, notata cu H;.

Daca, de exemplu, Ho este ipoteza ca un anumit parametru p, are o valoare
numerica po, atunci H; poate fi ipoteza ca p are o alta valoare numerica p;. Alt
exemplu ar putea fi ipoteza Hi: p#pi1; cu alte cuvinte, Hy poate fi pur si simplu
ipoteza ca Hy este falsa.

Un test statistic are menirea de a recomanda acceptarea ipotezei Hy (si deci
respingerea lui H;) sau respingerea lui Hp (si deci acceptarea lui Hj).

11.4. Teste statistice

Un test statistic se bazeaza pe un experiment in urma caruia, sub ipoteza
Ho, putem deduce valoarea numerica a unei statistici X. Tn spatiul valorilor pe
care le poate lua X vom izola o submultime numita zona critica a testului. Daca
valoarea numerica a lui X furnizata de experiment apartine zonei critice, vom
decide ca respingem ipoteza Hy si acceptam ipoteza Hj; in caz contrar, acceptam
Ho si respinge Hj.

Intrucat rezultatul experimentului este influentat de factori aleatori, decizia
noastra nu este infailibila: ea poate fi eronata.

11.5. Tipuri de erori

Sa presupunem ca Hp este adevarata, dar ca — n ciuda acestui fapt —
datorita factorilor aleatori, valoarea lui X obtinutd in urma experimentului
apartine zonei critice. Noi vom decide sa respingem ipoteza Ho, dar aceasta
decizie va fi evident gresita. Tn acest caz se spune ca am comis o eroare de tip I.
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Cealalta eroare posibila este de a accepta ipoteza Hy cand in realitate ea
este falsa; aceasta se intampla cand, desi Ho este falsa, valoarea lui X Tn urma
experimentului se plaseaza in afara zonei critice. Tn acest caz avem de a face cu o
eroare de tip I1.

11.6. Nivel de semnificatie

Probabilitatea de a comite o eroare de tip | se noteaza cu a si Se numeste
nivel de semnificatie al testului. Daca, de exemplu, a=0.05 si aplicam testul de
1000 de ori, in aproximativ 50 de cazuri vom respinge in mod eronat ipoteza Hy .

Probabilitatea de a comite o eroare de tip Il se noteaza cu f.

Desigur ca dorim sa proiectam teste pentru care probabilitatile de eroare a
si P sa fie mici. Tn anumite situatii, se cauti minimizarea sumei a + . In alte
cazuri se fixeaza nivelul de semnificatie a si se cauta testul pentru care p sa fie
minima. Tn cazuri complexe — printre care si testarea sirurilor binare — calculul
lui B este dificil sau chiar imposibil, asa ca se fixeaza doar nivelul de
semnificatie a.

Aceste consideratii sunt exemplificate in urmatorul exemplu.

Consideram 0 anumita distributic de probabilitate a carei forma o
cunoastem, dar in structura careia intra un parametru necunoscut .

Fie Ho: 0=0o, si fie K zona critica a testului. Avem

a = P(xe K|H, este adevarata) = P(xe K |6 = 6,)
Intrucat distributia de probabilitate este complet specificata, probabilitatea
de mai sus poate fi calculata.
i. FieH;:0=0;,.
Atunci
B =P(xe K|H, estefalsa) = P(xg K |H, este adevarata) = P(xg K |6 = 6,)

Din nou distributia de probabilitate este complet specificata, deci
probabilitatea B poate fi si ea calculata.

ii. Fie Hy: 0# 09. Acum
B =P(xeK|0 = 6,) .
De data aceasta, parametrul @ nu mai este specificat, deci calculul lui g este
dificil sau chiar imposibil.
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11.7. Un exemplu

Notam cu X timpul dintre doua semnalizari succesive ale unui contor
Geiger. Din studiul dezintegrarii radioactive se stie ca variabila aleatoare X are

densitatea exponentiala:
-0t
f (t) _ {99 , >0

0, in rest.

unde © este un parametru care depinde de natura materialului radioactiv.

Un fizician doreste sa testeze valoarea lui © pentru un anumit material
radioactiv.

Din anumite considerente teoretice sau experimentale, el stie ca 0 poate lua
fie valoarea 1, fie valoarea 2; intuitia fizicianului favorizeaza valoarea 2.

Asadar se testeaza ipoteza:

Ho:0 =2
n prezenta ipotezei alternative:
Hi:0 =1.

Pentru simplitatea exprimarii, vom presupune cd Se face o singura
observatie asupra variabilei X, cu alte cuvinte, se masoara lungimea unui singur
interval de timp dintre doua scintilatii consecutive ale contorului Geiger; desigur
ca in practica testarea se va baza pe mai multe astfel de observatii.

Notam cu x valoarea masurata a lui X. Alegem drept zona critica a testului
intervalul (1, +o). Aceasta inseamna Ca:

Daca x > 1, vom respinge ipoteza Hy si vom accepta ipoteza Hy;
Daca 0 < x < 1, vom accepta ipoteza Hy si vom respinge ipoteza H;.
Sé calculam nivelul de semnificatie al testului. Avem
a = P(x>1|H, adevarata) = P(x >1]|60 =2).
Pentru 0=2, densitatea de probabilitate este
f(t)=2e2"t>0
si deci

a = L f (t)dt = 2L e 2'dt = 0.13 .

Asadar, probabilitatea de a comite o eroare de tipul I (i.e., de a respinge in
mod eronat ipoteza Ho) este egala cu 0.13.

Sa calculam acum probabilitatea de a comite o eroare de tipul 11 (adica de a
accepta eronat ipoteza Ho, ceea ce este totuna cu a respinge eronat ipoteza H; ).

a = P(0<x<1|H; adevarata) = P(0< x<1]|80 =1).
Pentru 0=1, densitatea de probabilitate este
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fit)=e"t>0 ,
si atunci avem

g = [ e~tdt = 0.63.

(i)
i

Desigur, probabilitatea unei erori de tipul Il este mare, dar aceasta se
explica prin faptul ca testul nostru se bazeaza pe 0 singura observatie.
Este utila o interpretare geometrica a faptelor de mai sus.

Pentru =2, graficul densitatii de probabilitate este schitat in figura de mai jos.

Oy

1 Ox

Zona critica este intervalul (1, +wo) de pe axa Ox. Probabilitatea ca
observatia X sa apartind zonei critice este egald cu aria suprafetei delimitate de
grafic si axa Ox deasupra zonei critice. Nivelul de semnificatic a este egal cu
aceasta arie.

Pentru 6=1 avem graficul de mai jos:
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Oy

1 Ox

Zona necritica este intervalul (0,1], iar probabilitatea p este egala cu aria
delimitata de grafic si axa Ox deasupra zonei necritice.

Sa construim acum alt test, cu acelasi nivel de semnificatie, dar in care
regiunea critica sa fie un interval de forma (0,a). Aceasta inseamna sa
determinam numarul a>0 astfel Tncéat

P(O<x<alg=2)=013.

Conditia de mai sus se transcrie in forma echivalenta:
3

2 ] e=2t dt = 0.13

de unde se poate deduce a=0.07.
In aceste conditii, probabilitatea unei erori de tipul 1l va fi

B =P(x>al0 =1 = Iow07e‘tdt: 0.93.

Constatam acum ca probabilitatea p este mai mare decét in situatia precedenta,
prin urmare, testul anterior, bazat pe zona critica (1, +o2), este superior.

Interpretarea geometrica in cazul al doilea se deduce din urmatoarele grafice.

Oy
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Nivelul de semnificatie a este egal cu aria suprafetei Situate deasupra zonei
critice (0,0.07) . Graficul corespunde valorii 6=2.

Oy

0.07 1 Ox

Probabilitatea B este egald cu aria suprafetei situate deasupra zonei necritice
(0.07, +e2) . Graficul este trasat pentru valoarea 8=1.

11.8. Relatia dintre probabilitatile o si

In fiecare situatie concreti este important si stim care dintre cele doua
erori posibile ar produce cele mai mari prejudicii, si sa minimalizim
probabilitatea de a comite acea eroare. Intuitiv este clar ca daca se micsoreaza
valoarea lui @, va creste valoarea lui B, si invers. Acest fapt poate fi ilustrat
geometric Tn conditiile exemplului din sectiunea anterioara.

Sa reluam ipotezele:

Ho:0 = 2 ;
referitoare la parametrul O din densitatea de probabilitate
f(t) _ 96_9t,t>0
0,t<0.
Alegem drept zona critica a testului un interval de forma (¢, +o2),unde ¢ = 0.
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Oy

(o] Ox

In aceasta figurd este trasat graficul densititii pentru 0=2. Nivelul de
semnificatie a coincide cu aria de sub grafic, la dreapta lui c.

Oy

Pentru 0=1, graficul densitatii de probabilitate este trasat in figura de mai
sus; probabilitatea p coincide cu aria suprafetei de sub grafic, la stanga lui c.

Este clar ca alegerea lui ¢ determina valorile lui a si p. A micsora pe a
inseamna a muta punctul ¢ spre dreapta; evident ca asa il vom mari pe B. Invers,
a-1 micsora pe p inseamna a muta punctul ¢ spre stanga, ceea ce il mareste pe o.

O practica des intalnita in situatii concrete este aceea de a fixa un anumit nivel
de semnificatie ( de obicei a= 0.05, sau a= 0.01, a= 0.001); apoi, dintre testele cu acest
nivel a se cautd unul pentru care B sa fie cat mai mic cu putinta. Intuitiv este clar ca
dacd numarul de observatii pe care se bazeaza testul creste, atunci B scade; insa un
numar sporit de observatii poate angaja costuri suplimentare considerabile.

11.9. Puterea unui test

Sa consideram din nou densitatea de probabilitate

-0t
f(t):{ee ,t>0
0,t<0.
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Vom testa ipoteza
Ho:0 = 2 ;

n prezenta ipotezei alternative
H:0 < 2.
care va Tnlocui ipoteza alternativa =1 considerata anterior. Consideram drept zona

critica intervalul (1, +22), ceea ce inseamna ca nivelul de semnificatie este a=0.13.
De data aceasta, ipoteza alternativa H; nu mai specifica o valoare cunoscuta
a lui 0, asa ncat nu mai putem indica o valoare numerica a probabilitatii f;
putem Tnsa determina expresia lui p ca functie de variabila @  (0,2).
Intr-adevar (@) este probabilitatea ca x si apartina zonei necritice cand
valoarea parametrului este 0

B(0) = jolee—mdt = e =1-¢",

Asadar, probabilitatea ca noi sa acceptam in mod eronat ca valoare a
parametrului numarul 2, cand adevarata valoare este 0, va fi egala cu 1 — e ?.

Tn general, functia p(6)=1- B(0) se numeste funcria de putere a testului,
sau puterea testului. Aceasta functie descrie probabilitatea ca testul sa respinga
ipoteza Ho atunci cand ea este eronata.

Tn cazul exemplului de mai sus avem:

P(9) =1 - e~?; graficul acestei functii este schitat mai jos.

Pentru fiecare valoare @ a parametrului, functia de putere P(0) descrie
probabilitatea ca x sa apartind zonei critice; in particular, P(2) = 0.13,

Daca 0 = 1, valoarea eronata 2 este respinsa cu probabilitatea 0.37, iar daca
0 =0.5, aceeasi valoare eronata 2 este respinsa cu probabilitate 0.61.
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11.10. inci un exemplu

Ni se da o moneda si ni se cere sa decidem daca este sau nu trucatd. Avem
de testat ipoteza
Ho : moneda nu este trucata
n prezenta ipotezei alternative
H; : moneda este trucata
Astfel formulate, ipotezele Hy si Hi sunt de natura calitativa; le putem
transcrie sub o forma cantitativa, numerica, daca notam cu p probabilitatea de a
obtine fata A la o0 aruncare a monedei ( si deci g =1 - p va fi probabilitatea de a
obtine fata B).
Atunci putem scrie:
Hoip=1,

1

Hl:p =-

Testul va consta din a arunca moneda de 100 de ori. Sa notam prin X
numarul de aparitii ale fetei A in cele 100 de aruncari. Sub ipoteza Ho, X este 0
variabild aleatoare repartizatda binomial cu parametrii n = 100 §i p = % Media lui
X va fi np =50, iar dispersia npq = 25.

Aproximand distributia binomiala printr-0 distributie normala cu media 50

si dispersia 25, densitatea lui X va fi aproximativ cea schitatd in figura
urmatoare.

35 40 45 50 55 60 65

Vom determina zona critica in asa fel incat nivelul de semnificatie sa fie
0.05. Folosind tabele pentru legea normala deducem

P(40 = x = 60) = 0.95
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Inseamni ca zona necritica va fi intervalul [40,60], iar cea criticd exteriorul
acestui interval.
Asadar testul nostru poate fi rezumat astfel:
1. Daca fata A apare de un numar de ori mai mic decat 40 sau mai mare
decat 60, moneda este trucatd. Probabilitatea ca aceastd concluzie sa
fie gresita este mai mica decat 0.05.
2. Daca fata A apare de un numar de ori cuprins intre 40 si 60, nu exista
suspiciuni (la nivelul de semnificatie 0.05) ca moneda ar fi trucata.
Sa presupunem acum ca in realitate p = 0.7, dar noi nu stim asta. Atunci
distributia reala a lui X va fi aproximativ normala cu media 70 si dispersia 21.
Atunci probabilitatea  pentru testul nostru va fi

B=P(40=x=60|p=0.7)=002
Folosind functia de putere, avem
P(0.7) = 1 - §(0.7) = 0.98
Alte valori ale functiei de putere, calculate in mod similar, sunt
P(0.2)=P(D8)=1
P(0.3) = P(0.7) = 0.98
P(0.4) = P(06) = 0.5
Cu alte cuvinte, daca p=0.3 testul nostru va respinge ipoteza gresita p=0.5 cu
probabilitatea 0.98.

11.11. Testarea sirurilor binare

Avem in vedere siruri finite (numite si secvente) formate cu simbolurile 0
si 1. Un astfel de sir aleator poate fi interpretat ca rezultat al aruncarilor unei
monede netrucate avand fetele notate cu O si 1. Aruncarile sunt independente
unele de altele si rezultatele aruncarilor pana la un anumit moment nu
influenteaza in nici un fel rezultatele aruncarilor viitoare.

Acest experiment ideal este neconvenabil pentru scopuri practice. Tn
practica sirurile binare sunt produse de generatoare, si ele urmeaza sa fie testate
din punct de vedere al caracterului aleator.

11.12. Testarea statistica a sirurilor binare

Sa consideram un sir binar care urmeaza sa fie testat. Vom formula ipoteza
Ho : sirul dat este aleator
si ipoteza alternativa
H; : sirul dat nu este aleator.
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Alegem un nivel de semnificatie a, adica probabilitatea de a comite o
eroare de tip 1. O valoare mare a lui a indica un risc mare ca testul sa respinga
ipoteza Hp cand ea este in realitate adevarata; cu alte cuvinte, un risc mare ca
testul sa declare drept nealeatoare siruri care au fost produse in mod aleator.

O eroare de tip I inseamna in cazul de fatd sa acceptam drept aleator un sir
produs de un generator imperfect. Probabilitatea p de a comite o astfel de eroare
depinde de natura imperfectiunii generatorului, si este dificil de estimat in
practicd. In mod curent se considera ci o valoare prea mici a lui e mareste riscul
unei erori de tip II, cu alte cuvinte mareste riscul de a accepta drept aleatoare
siruri produse de un generator imperfect.

Este deci important sa alegem nivelul de semnificatie a adecvat problemei
concrete pe care o avem de rezolvat. In practici se foloseste un nivel de
semnificatie a cuprins intre 0.001 si 0.05; se alege de multe ori a= 0.01.

Fiecare test se bazeaza pe o statistica X a carei valoare numerica se
calculeaza pornind de la sirul considerat. De obicei se aleg statistici care pot fi
calculate in mod eficient si care urmeaza o lege normala sau j-.

Valoarea x a statisticii X pentru sirul dat se compara cu valoarea asteptata
de la un sir aleator.

a.  Sa presupunem ca statistica X cu care lucram este distribuitd N(0,1), si ca
ia fie valori foarte mici, fie valori foarte mari pentru sirurile nealeatoare.

Folosind tabele pentru legea normala fixam un prag X, astfel incat

P(X»>x,)= P(X < —x,)= 5

Zona critica a testului va fi (—oo,— X, )U(X,,+ ). Daca valoarea X a

lui X, calculata pentru sirul considerat, apartine zonei critice, sirul este
considerat nealeator; cu alte cuvinte, ipoteza Hy este respinsa la nivelul de
semnificatie a.

Daca x € [-x,,x, ], com accepta ipoteza Hp; nu sunt suspiciuni (la
nivel de semnificatie ) ca sirul ar fi produs de un generator imperfect.

De exemplu, daca a=0.05, atunci X, = 1.96; probabilitatea ca un [Jir
aleator sa fie respins ca nealeator este de 0.05.

b.  S& presupunem acum ca statistica X este distribuita y?cu y grade de
libertate, si ca ia valori foarte mari pentru sirurile nealeatoare. Pragul X, se
determina (folosind tabele pentru legea y <) din conditia

P(X = x,) =1
Zona criticd a testului va fi (x,,+¢c). Dacid valoarea X a lui X,
calculata pentru sirul testat, apartine zonei critice, ipoteza Hy va fi respinsa la
nivel de semnificatie a, adica sirul va fi considerat nealeator. Daca
x € [0,x, ] acceptam ipoteza Ho; nu sunt suspiciuni ca sirul ar fi nealeator.
De exemplu, daca y=5 si a=0.025, atunci X,=12.83; probabilitatea ca
un sir aleator sa fie declarat, in mod eronat, ca nealeator este de 0.025.
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11.13. Notiunea de P-valoare

Uneori nu se lucreaza cu pragul X,, ci se prefera folosirea asa-numitei P-

valori. Vom prezenta aceasta notiune in cadrul exemplelor (a) si (b) de mai sus.

a.

Fie X valoarea numerica a lui X pentru sirul testat. Probabilitatea
P(|X| > 1x])

se numeste P-valoare.

Examinand figura de mai sus deducem ca urmatoarele afirmatii sunt
echivalente.
1) X apartine zonei critice
2) x|l = x4
3) P(IX| = |x]) < P(X| > xx)
4) P(|X]=|x]) <
Din echivalenta conditiilor (1) si (4) deducem ca ipoteza Hy va fi
respinsa daca si numai dacd P-valoarea este mai mica decat a.
Asadar sirul testat va fi respins ca nealeator (la nivelul de semnificasie
a) daca si numai daca P-valoarea calculata pentru el este mai mica decat a.
In conditiile acestui exemplu, descrise in sectiunea precedentd, fie x
valoarea numericd a lui X pentru sirul testat. Probabilitatea P (X | > |x|) se

numeste P-valoare.
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Examinand aceasta figura conchidem c& urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

1) xapartine zonei critice

2) X>Xq
3) P(X >x) < P(X > x4)
4) P(X >x) < a.

Echivalenta conditiilor (1) si (4) arata ca ipoteza Ho va fi respinsa la nivelul
de semnificatie o dacd si numai dacd P-valoarea este mai mica decat a. sirul
testat va fi respins ca nealeator daca si numai daca P-valoarea calculata pentru el
este mai mica decat a.
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Iata, in rezumat, doua concluzii.

1.  Daca testul a fost proiectat pentru nivelul de semnificatie @=0.001, din
1000 de siruri produse aleator, el va respinge, in medie, unul singur ca fiind
nealeator. Daca pentru un sir dat P-valoarea este mai mica decat 0.001,
sirul va fi declarat nealeator, iar probabilitatea ca aceasta decizie sa fie
gresita este 0.001.

2. Din 1000 de siruri aleatoare, un test cu nivelul de semnificatie =0.01 va
respinge, in media, 10 siruri ca fiind nealeatoare. Un sir cu P-valoarea mai
mica decat 0.01 va fi declarat nealeator, iar nivelul nostru de Tncredere in
corectitudinea acestei decizii este 99%.

11.14. Un exemplu: statistica repartizatia normal

Am observat deja mai sus ca aruncand o moneda netrucata generam un sir
binar aleator. Prin urmare, avand de testat un sir dat, ne putem imagina ca ¢l a
aparut ca rezultat al aruncarilor unei monede, si ramane sa testdim daca moneda
este netrucata.

O astfel de testare a fost descrisa anterior, la nivelul de semnificatie
a=0.05; tot acolo am vazut ce fel de consideratii pot fi facute in legatura cu
probabilitatea B (de a accepta ca aleator un sir care de fapt nu este aleator) si in
legatura cu puterea testului.

Tn cazul specific al sirurilor binare, metoda respectiva de testare poate fi
descrisa astfel. Consideram un gir binar de lungime n. Formulam ipoteza

Ho : sirul este aleatoriu

Statistica Sy, va indica numarul de aparitii ale cifrei 1. Sub ipoteza Ho, Sy
este repartizata binomial, cu parametrii N si 1:, adica

1(_‘)’: = (z) 2™, k=0,1,2,...n.

o -
Notam X = —=.

We

Atunci X este repartizatd aproximativ N(0,1), adica

PX>z)=PX<-2)=1-®(2),

unde

@(z) = —=[__e =dt, z>0.

Fixand nivelul de semnificatie a, vom determina pragul x, din relatia
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. o
1- &(x,)= =
(xg) >

De exemplu, Xo 5= 1.96, iar Xo01 = 2.58.

Pentru un sir dat, sa notam cu X valoarea numerica a lui X:

Sp—
Jn/E

| =

X =

Atunci P-valoarea asociata sirului va fi

P(|1X| > |x])= 2(1 — ®(|x|))

Cu scop ilustrativ, sa consideram exemplul sirului binar
1011010101

Sa fixam nivelul de semnificatie a = 0.01, ceea ce determind pragul
Xq = 2.58.
Avem n=10, S,=6, deci

-
Il
]
Il

— = — =063
10/4 41 5

Tntrucat 0 < x < X,, acceptam ipoteza c sirul este aleator.
De altfel putem calcula si P-valoarea pentru acest sir, ea este

2(1 - #(0.63)) = 0.52 > 0.01

Sa consideram acum sirul binar
1111011111

Avem n=10, S,=9, deci
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P-valoarea calculata pentru acest sir este

2(1-®(2.52)) = 0.012

sirul trece (aproape la limita) testul cu nivelul de semnificatie 0.01, dar este
respins de testul cu nivelul de semnificatie 0.05.

11.15. Alt exemplu: statistica repartizata XZ

Fie M si N numere naturale fixate. Consideram un sir binar de lungime n =
MN, pe care il impartim in N blocuri consecutive de lungime M. Notam cu M;
numadrul de cifre 1 Tn blocul i, i € {1,2,..., N}.
Sub ipoteza
Ho : sirul este aleator,

M; este o variabila aleatoare binomiala cu parametrii M si %2 ; altfel spus,

P(M, = k |Hp) = [:f) [:l')k(l )"""" _ (M

2/ \2 K

) =M

- . M . - - M
Media lui M; este Z, iar dispersia =.
Tn aceste conditii variabila aleatoare

este repartizata aproximativ cu N grade de libertate; altfel spus, densitatea ei de
probabilitate este functia

1 .
(£) = —=——————tN/2=1=8/2 ¢ =
e 2YI0(N/D) €

Este comod sd notdm cu m; = L—r’ frecventa relativa a cifrei 1 in blocul i.

N
X = 4.-1;-12:13: ~
i=1

Atunci putem scrie

:I:

b | =
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Aceasta variabila aleatoare y*cu N grade de libertate poate fi folosita la

testarea sirului, asa cum se arata in exemplul de mai sus.
Cu scop ilustrativ, sa consideram sirul

011001101
Alegem M=3, N=3, si consideram blocurile
011, 001, 101
Cu notatiile anterioare,
2 1 2
.'1—5_..! :—i_..' 3=§

Acum putem calcula valoarea x a variabilei X:

=12((5-3) +(3-3) +(5-3

) )=+

Lucram cu 3 grade de libertate; din tabele gasim ca P-valoarea sirului este
0.80, deci sirul este considerat aleator la nivelele de semnificatie 0.01 si 0.05.
Aceeasi concluzie se obtine comparand valoarea x=1 cu pragurile Xp01 = 11.341
$i X0.05 = 7.815.
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Capitolul 12

Analiza regresiei

Introducere

Analiza de regresie isi are originile in nenumaratele probleme practice,
care apar atunci cand dorim sa intelegem si sa cuantificam aspectul cauza-efect,
in studiul a doud sau mai multe fenomene, de natura diversa. Principala notiune
cu care opereaza acest capitol este notiunea de model de regresie. Vom vedea in
cele ce urmeazd cateva generalitdti ale problemei regresiei, prezentandu-se
principalele tipuri de modele de regresie, apoi se va fundamenta modelul liniar
multiplu, incluzdnd particularititile modelului liniar simplu, estimarea
coeficientilor modelului prin metoda celor mai mici patrate, inferenta asupra
modelului Tn ipotezele Gauss-Markov, precum si aspecte privind previziunea pe
baza modelului de regresie.

12.1. Modele de regresie

Sa consideram, spre exemplu, ca fiecare element al unei populatii
statistice poseda o caracteristicd numerica, X si o alta Y. Pentru a vedea cum
afecteaza valorile lui X, realizarile variabilei Y, este necesara studierea posibilei
corelatii existente intre cele doua variabile. Un exemplu clasic este acela care
studiaza indltimea unei persoane, in functie de cea a tatalui.

In cazul legiturilor statistice, care contin ca si caz particular, aferent
dependentei totale, legatura functionald, unei singure valori, X, a variabilei X, i se
asociaza o repartitie de valori a variabilei Y, de medie f(x), xe D, D fiind

multimea valorilor variabilei X.

Definitia 12.1.1. Daca pentru fiecare valoare, x € D, a lui X, Y este o variabila
aleatoare cu distributia de probabilitate depinzand de X, vom numi functie de
regresie a lui Y pe X, functia f(X), definita cu ajutorul valorii medii
conditionate,

f(x)=E(Y|x)xeD. (12.1.2)

Tindand cont de caracteristicile valorii medii conditionate, o legatura directa
intre Y si X va fi data atunci, de modelul de regresie simplai
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Y=f(X)+e, (12.1.2)

unde & satisface conditiile E()=0 si Var(g) - minimd si are semnificatia de
eroare de specificare, eroare datorata faptului ca variabila/variabilele luate in
considerare nu sunt singure suficiente, pentru a explica in totalitate, fenomenul
cuantificat de Y.

Vom considera in cele ce urmeaza, asa cum se intdmpla si in practica,
mai multe variabile cauza (variabile exogene, predictori,
regresori), X,, X,,..., X ,, pentru variabila efect, Y (variabild endogena).

Definitia 12.1.2. Modelul de regresie multipla este modelul de forma

Y = f(Xy, X500 X, )+, (12.1.3)
unde & reprezintd o variabild aleatoare, pentru care E(g)=0 si V(g) micd.

Desi X, X,,..., X .
de la ¢, caracterul aleator, termenul eroare, ¢, fiind cel care transforma modelul
matematic, strict functional, in unul statistic.

Odata specificat un model de regresie, este necesar sa determindm, sau
macar sa estimam, functia de regresie f, pe baza unor date de selectie. Astfel,
spre exemplu, pentru un model de regresie simpld, se porneste de la datele

(Xi, Y. ),i =1,n, care reprezinta de fapt, o selectie de volum n, pentru variabilele

sunt considerate variabile deterministe, Y imprumuta

X si Y si se obtine modelul observational y, = f(x,)+¢;,i =1,n. E bine de stiut
faptul cd, ¢, poate cuprinde pe langa erorile de specificare si erori de observare,
n cazul in care valorile variabilei Y si eventual, ale variabilei X, ne sunt puse la
dispozitie, in urma unor masuratori, posibil afectate de mici erori. Desigur, se
presupune cd in modelul de regresie nu intra erorile sistematice, ci doar cele
aleatoare. Din punct de vedere al punctului de plecare, in procesul de estimare a
functiei de regresie f, deosebim regresia parametrica si regresia neparametrica,
cea din urma nefiind obiectivul acestui capitol. Dacd in determinarea functiei de
regresie se pleaca de la ideea (desigur pe cat posibil fundamentata), ca functia f
are o anumitd forma atunci vorbim de regresia parametrica.

Definitia 12.1.3. Modelul de regresie in care functia este de forma
(X0, X X )= F(X0 Xy X 30,0500 ), @ € IR, =14, (12.1.4)

se numegste model de regresie parametrica.
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Plecand de la definitie, se observa ca un model de regresie parametrica
presupune cunoscutd forma functiei de regresie, f (mai bine zis a estimatorului
cautat), exceptie ficand un numdr finit de parametri necunoscuti, adica

f(-):f(-,a), cu a:(al,...,ocq)’eBgqu. Evident, daca f(-,a) este

cunoscuta, estimarea lui f, intr-un model de regresie parametrica, revine la
estimarea lui « . Folosind metode de estimare adecvate bazate pe minimizarea
erorii din model, cum ar fi criteriul celor mai mici patrate, ¢ posibil sa se
estimeze, din date, vectorul o si implicit f. Reprezentarea grafica a estimatorului
functiei f, obtinut prin astfel de metode, va fi o curba care ajusteaza, cel mai bine
datele, din multimea de curbe permise, prin specificarea modelului.

Modelele de regresie parametrica pot depinde, intr-o maniera liniara sau
neliniara, de parametri.

Definitia 12.1.4. Vom spune ca avem o regresie liniard, daca functia f este

liniara in variabilele X,,X,,..., X, adica asupra functiei de regresie facem

presupunerea ca are forma
p
F(X 0 X X0, sy ) = Y X (12.1.5)
k=1

Orice alta forma a functiei T presupune regresie neliniard.

Forma liniard a functiei de regresie §1 metoda celor mai mici patrate
utilizata in scopul estimarii parametrilor sunt cele mai des intalnite, in analiza
regresionald. Modelele liniare sunt cele mai simple si mai utilizate modele,
multe dintre modelele neliniare si chiar neparametrice, facand apel Ia
caracteristicile acestora. Tehnicile de estimare punctuala si inferentiala, utilizate
in determinarea modelului liniar, {in de un domeniu important in analiza
regresionald si anume, regresia liniara.

Existd insa o grupa de modele neliniare, care pot fi tratate tot prin
intermediul tehnicilor regresiei liniare si anume, modelele neliniare liniarizabile,
o parte dintre acestea fiind si modelele liniare In parametri.

Definitia 12.1.5. Se numeste model de regresie liniarizabil Tn parametri,
modelul in care functia de regresie este de forma

q
F(X 0 X X 0, @)= D0 (X, X5 X, ), (12.16)
k=1

adica este presupusa liniara, in raport cu parametrii o ..., .

Astfel de modele pot fi liniarizate prin substitutiile,
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0 (X1, X5, X, )= 2, k=1,
un exemplu fiind modelul de regresie polinomiala, in care
f(X;aO,al,...,aq):ao +o X+ +o X1 (12.1.7)

si din care pentru q=1 deriva modelul de regresie liniara simpla, dat prin
f(X;aya,)=a, +a,X. (12.1.8)

Un astfel de model este si modelul hiperbolic, cu functia de regresie
f(X;al,az):al+%, liniarizabil prin substitutia %:Z. Tot din grupa

modelelor neliniare, dar liniarizabile, fac parte si modelele care se reduc la
modelul liniar, in urma mai multor operatii: logaritmare, substitutie, etc. Un

exemplu este modelul exponential, dat de functia f(X;a,,a,)=a,-a,”, care
se liniarizeaza prin logaritmarea log f(X;a,,a,)=loga, + X -loga, i
substitutiile F(X,A,B)=log f(X;a,,a,) si A=loga,,B=loga,, obtinindu-
se modelul liniar dat prin F(X,A B)=A+ X -B. Existd insd si alte modele
neliniare, care nu pot fi liniarizate, cum ar fi de exemplu, modelul
Y =a, +a,X* +¢ . Este deja bine cunoscuta formularea, cd modelele neliniare,

liniarizabile prin substitutie, adica acelea in care se presupune ca functia de
regresie este liniard in parametri, tin de regresia liniard, deoarece studiul lor se
face cu tehnicile acesteia. Modelele neliniare in parametri, dar liniarizabile in
urma unor operatii, cum ar fi logaritmarea, pot fi tratate, atit cu tehnici ale
regresiei liniare, cat si cu cele ale regresiei neliniare. Aplicarea regresiei liniare
pe modelul transformat are avantajul ca estimatorii se bucurd de proprietdti mai
bune §i dezavantajul cd modelul obtinut este doar o aproximare a celui initial (a
se vedea cazul modelului exponential, in care erorile intra aditiv in modelul
initial). Modelele neliniarizabile tin exclusiv de regresia neliniara, regresie in
care tehnicile nu mai pot fi fundamentate, pe avantajele obtinute din liniaritate.

Pentru modelele neliniare, sistemul care deriva din criteriul celor mai
mici patrate fiind neliniar, se Intdimpind de cele mai multe ori, dificultati de
rezolvare, motiv pentru care, atunci cand modelul este liniarizabil, se preferd mai
intai liniarizarea lui, care va duce la un sistem liniar de ecuatii normale si nu
aplicarea directd a criteriului, desi in acest fel, se obtine doar o aproximare
rezonabili a modelului initial. In cazul modelelor care nu pot fi liniarizate, se
aplica tehnici ale regresiei neliniare, bazate in special pe metode iterative, cum ar
fi metoda iterativa Gauss - Newton.
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12.2. Modelul liniar. Estimarea parametrilor modelului prin
metoda celor mai mici patrate

In acest paragraf, ne ocupim de aspecte privind ajustarea modelului
liniar. Sunt amintite forma teoretica, forma observationald/matriceala si forma
ajustatd a modelului liniar, precum si conditia care garanteaza existenta solutiei
ajustarii de cele mai mici patrate.

Definitia 12.2.1. Se numeste model regresional liniar multiplu, intre variabila Y
si variabilele X, X,,... X, modelul

p
Y=Y o X, +e. (12.2.1)
k=1

Problema regresiei liniare constd in studiul comportarii variabilei Y, n
raport cu factorii X, X,,..., X, in ipoteza (12.2.1). Acest studiu revine la
evaluarea parametrilor (coeficientilor) de regresie, a;,a,,...a, si a termenului
aleator, ¢. Estimarea coeficientilor de regresie se face pe baza unei selectii de
volum n. Pentru datele de selectie (si atunci cand este cazul pentru variabilele de
selectie), vom folosi urmatoarele notatii:

I T
Xy, Xy o X

Y = (Y1, Vo0 ¥y ) € |Rn,X=(X1,...,Xp)= A e 21 n>p.(12.2.2)
Xog Xpz oo Xop

Tn cazul in care analistul are control asupra alegerii variabilelor, X, X,,..., X 0

matricea x se numeste matrice de design. Pentru parametrii ¢, ,k =1, p, si pentru

erorile ¢;,i =1,n, corespunzatoare datelor de selectie, vom folosi de asemenea,

notatiile matriceale :
a’:(al,az,...,ap)e IRP g’:(gl,gz,...,gn)e IR". (12.2.3)

Pentru datele de selectie corespunzatoare lui ,,i”, modelul (12.2.1) devine
modelul observational (cu datele observate),

P
Yi =D a Xy +&, (12.2.4)
k=1
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ceea ce, pentru i=1n, duce la forma matriccald a modelului liniar
observational,

y=Xa+¢, (12.2.5)

in care y,x,a si & sunt cele din notatiile (12.2.2) si (12.2.3). In vederea

estimarii lui o , se ajusteaza modelul (12.2.5), printr-o conditiec de minim asupra
erorii, care asa cum am subliniat incd din paragraful introductiv al acestui
capitol, este de dorit sa fie micd. Ne vom opri aici, doar asupra ajustarii prin
criteriul celor mai mici pdtrate, care constd in minimizarea expresiei

g'e = zgiz : (12.2.6)
i=1

Definitia 12.2.2. Se numeste model liniar, ajustat prin criteriul celor mai mici
pitrate, modelul

y=xa+e, (12.2.7)

unde a’:(al,az,...,ap)e IR? realizeaza minimul expresiei (12.2.6), iar e'e, cu

e = (el,ez e € ) e IR" /este valoarea minimd obtinuta.

Sistemul de ecuatii, la care revine conditia de minim, este
x'xa = X'y (12.2.8)

si se numeste sistermul de ecuatii normale (Gauss), atasat modelului (12.2.7).
Notatiile a si e desemneaza estimatori punctuali ai lui o si &, atunci cand

y,i=1n, X,,i :1,_n,k =1, p, desemneaza variabilele de selectie si estimatii
punctuale (valori nenule), atunci cand prin vy,,i=1n, x,,i=1nk=1p,
intelegem date de selectie. Obtinerea estimatorilor de cele mai mici patrate a,
pentru coeficientii de regresie necunoscuti «, depinde asadar, de existenta
inversei matricei x'x, care revine la conditia rang(x'’x)=p. Se cunoaste

urmatorul rezultat, care da conditii de existentd (unicd) a estimatorilor de cele
mai mici patrate (a se vedea de exemplu [30]).

Teorema 12.2.3. Dacd rang(X)= p, atunci solutia ajustdrii prin criteriul celor
mai mici patrate este data de formula

a=(xx)"xy. (12.2.9)
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Conditia rang(x)=p revine la independenta liniara a vectorilor

X;y Xy, X, . Amintim in continuare, cateva notiuni utilizate si in teoria

.
modelelor de regresie oarecare.

Definitia 12.2.4. Se numeste valoare ajustata a lui y (in modelul liniar),
valoarea §'=(9,,¥,,...V,) € IR", definiti de §=xa. Se numeste matrice de
influenta a modelului, matricea H care transforma valoarea y, in valoarea
ajustata Y, adica, Y =Hy, matricea de influentd in modelul liniar fiind de

forma H = x(x'x) " x'. Se numeste reziduu, valoarea e =y —§ = (1 —H)y .

Un caz particular al modelului liniar, care face mai usor trecerea la
modelul liniar simplu (cu o singurd variabild exogend), este modelul liniar cu
termen constant.

Definitia 12.2.5. Se numegste model liniar cu termen constant, un model liniar in
care una dintre variabile este inlocuita de constanta 1.

Modelul observational, scris pe baza datelor de selectie in forma
matriceald, va arata atunci astfel,

y =X, +tUa, +¢, (12.2.10)
cu notatille a, € IR, X, :(xl,...,xp_l)e M 1 & :(al,az,...,ap_l)e IRP™,
u'=(L..1)e IR". Daci notim x =(x, :u), & = (@, ), modelul poate fi scris

in forma modelului liniar oarecare, y = X + ¢ . O teorema similarda cu Teorema
12.2.3 are loc si in cazul modelului liniar cu termen constant.

] ] 1 . -
Teorema 12.2.6. Fie matricea de centrare, P =1 —=uu’. Notam cu z , vectorul
n

’
centrat corespunzator lui 7z € IR", adica 7 =Pz = (Z1 -2,2, =7y, 2, — Z) , CU

7, media de selectie. Dacd rang(x)=p si x=(x, :u), ajustarea prin metoda
celor mai mici patrate are solutia unica data de

8, =(a,,8,,...a, ) = (X% )XY,
(12.2.11)
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unde X, este matricea obtinuta din matricea X,, prin centrarea vectorilor de pe
coloanda, iar 9 i Z noteaza mediile de selectie corespunzatoare valorilor Y,

respectiv, x,,i=1,n.

Observatia 12.2.7. Daca in Definitia 12.2.5, se considera p =2, obtinem
modelul de regresie liniard simpld,

Y=oX+p+¢, (12.2.12)
care cu ajutorul datelor de selectie se scrie,
y,=ax.+f+¢;, | :1,_n, Vi, X, &,0, B elR.

In acest caz, relatiile (12.2.11) dau reprezentarea estimatorilor a si b, ai
coeficientilor o si f sianume,

ian‘,(Xi _;XYi _y) ) COV(X, Y)

Zn:(xi _;)2 S

i=1

a=

(12.2.13)
b=y-ax,

unde cov(x, y) reprezinta covarianta intre X siy, iar S?, varianta lui X.

Exemplul 12.2.8. Teoria economica privind gestiunea portofoliului sustine ca
rentabilitatea unei actiuni este influentata de modificarea indicelui general al
bursei, adica de evolutia pietei in general (modelul de piata Sharp-Markowitz,
([27D)). Pornind de la aceasta idee, se pune problema determindrii estimatorilor
de cele mai mici patrate pentru coeficientii unui model liniar simplu care sa
descrie corelatia dintre rata rentabilitatii unor actiuni, Y §i rata rentabilitatii
pietei, X. Se va considera un esantion de 15 zile, cu valorile:

Y(%): -2,8; 0,2; 1,6; 3,9; 0,2; 2,4; 4,4; 18,6; 1,5; -17,9; 0,5; 0; 0,8; 0,1; -0,8
X(%): -0,5; 1,5; 3,2; 5,8; 3,3; 7,4; 5,8; 16,0; -2,0; -13,1; 0,7; 0,9; 2,9; 1,8; 1,1.

Solutie
Pe baza esantionului, obtinem Yy =0,85 X=2,32, cov(x, y) =41,

S2 =36, prin urmare, conform formulelor de calcul pentru a si b, avem
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a= % =113 si b=085 —% 2,32=-176 si modelul ajustat este
Y =-176+113-X +¢.

12.3. Modelul liniar clasic Gauss - Markov. Inferente asupra
estimatorilor unui model liniar

In acest paragraful tratim aspectul probabilist al regresiei, cercetand
calitatile estimatorilor de cele mai mici patrate, calitti obtinute sub anumite
ipoteze de natura probabilistd, facute asupra erorii. Sunt amintite ipotezele
clasice, calitatile estimatorilor in aceste ipoteze, cateva statistici utile in inferenta
asupra coeficientilor, precum si intervalele de incredere privind coeficientii si de
asemenea, cateva din testele cunoscute, referitoare la coeficienti.

In continuare, pe tot parcursul acestui capitol, se pistreazi notatiile
referitoare la forma teoretica, forma matriceald si forma ajustatd a modelului,
precum si conditia rang(x)= p.Vom incepe prin a preciza ipotezele clasice in
care se lucreaza intr-un model liniar, ipoteze care, desi nu neaparat de neinlocuit,
duc la bune proprietati ale estimatorilor. Aceste ipoteze se referd la distributia
erorilor si anume,

E()=06, 6=(00,...0) € IR", (12.3.1)
Var(¢)=E(s-¢')=0"1, (12.3.2)
ceN (12.3.3)

sau altfel spus,
£eN(6,a%1). (12.3.4)

Conditia (12.3.2) se poate scrie si sub forma relatiilor
Var(s,)=c?,Vi=1n, (12.3.5)
covle; &, )=0,Vi# j,i, j=1n. (12.3.6)
Conditiile puse asupra erorii se transferd asupra variabilei aleatoare, adica avem

ye N(Xa,azl).
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Definitia 12.3.1. Ipotezele (12.3.1) si (12.3.2) sunt cunoscute §i sub denumirea
de ipoteze Gauss-Markov, modelul liniar sub aceste ipoteze, numindu-se
modelul liniar Gauss-Markov. Pentru eroarea care satisface aceste ipoteze se
foloseste si denumirea de zgomot alb. Datorita ipotezei (12.3.5), modelul se
numeste homoscedastic, iar datorita ipotezei (12.3.6), model cu erori
necorelate. Daca la ipotezele Gauss-Markov, se adauga si ipoteza normalitatii
(12.3.3), atunci modelul liniar este cunoscut si sub denumirea de model liniar
clasic, cele trei ipoteze fiind apelate ca ipotezele liniaritatii modelului, desi
acestea nu tin neaparat de un model liniar. Un model clasic (liniar sau nu) este
de fapt, un model cu erori normale ((12.3.3)), independente ((12.3.6)) si identic
distribuite ((12.3.1) si (12.3.5)) sau prescurtat i.i.d.

Tnainte de a aminti principalele rezultate, cu privire la calitatea
estimatorilor de cele mai mici patrate, a si €, pentru o si &, obtinute sub
ipotezele (12.3.4), vom sublinia faptul ca y,&,a si e sunt vectori aleatori, in timp

ce a este un vector determinist si de asemenea, X;,X,,...,X,, din matricea

variabilelor de selectie, X = (Xl, Xgyeees Xp ), sunt vectori deterministi.

Teorema 12.3.2. Tn ipotezele Gauss-Markov, au loc urmdatoarele afirmatii:
i)Estimatorul de cele mai mici patrate, a, al lui « , este nedeplasat, E(a) = §i
are varianta Var(a)=c?(x'x)". De asemenea, Var(y)=o?H , unde H este
matricea de influenta a modelului.

ii)Estimatorul a, al lui «, este liniar in observatiile lui y.

iii)Estimatorul a al lui a este optimal, adica oricare alt estimator a , nedeplasat

pentru o si liniar in observatiile lui y, are varianta mai mare decdt varianta lui
a, in sensul ca, Var(ak ) SVar(ﬁk ), k=1p.

Teorema 12.3.3. Tn ipotezele Gauss-Markov, estimatorii

LoSee et

n - p i=1
(12.3.7)

S =s?(xx)"
sunt estimatori nedeplasati pentru *, respectiv Var(a).
In plus, au loc si urmitoarele proprietiti:

Propozitia 12.3.4. Tn ipotezele Gauss-Markov, avem:
i)Estimatorul e al lui & este de varianta Var(e)=c’Q, unde Q=1-H, H
matricea de influenta atasata modelului.
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ii)Dacd ceM,,, atunci ca este estimator optimal pentru ca, in clasa

estimatorilor nedeplasati, care sunt transformari liniare ale lui y.

!
iii) Estimatorii a §i e sunt necorelati, adica cov(a,e) =0, 0= (0,0,...,0) eIR".
Ipoteza normalitatii erorilor aduce noi proprietati ale estimatorilor.

Propozitia 12.3.5. Intr-un model liniar clasic (cu erori normale si i.i.d.-
(12.3.4)), estimatorul obtinut prin metoda celor mai mici pdtrate este un
estimator eficient pentru « .

Atunci cand se cunoaste legea de probabilitate a variabilei y (prin
intermediul legii erorilor), putem vorbi si despre estimatori de verosimilitate
maximi, respectiv de regresie de verosimilitate maxima. Tntr-un model liniar,
supus ipotezelor clasice (12.3.4), estimatorul lui «, de cele mai mici patrate,
coincide cu estimatorul lui o , de verosimilitate maxima, in timp ce estimatorul

de verosimilitate maxima, S}, , pentru o este nedeplasat, unde :

13 1 n-p
S2 ==Y el=Zge= s?. 12.3.8
y/x n; i n n ( )

De asemenea, in ipoteza normalitdtii, atasatd ipotezelor Gauss-Markov, se
pot stabili si urmatoarele proprietdti, care furnizeaza statistici ce se vor dovedi
utile in inferenta estimatorilor.

Propozitia 12.3.6. Daca ¢ € N (9,62| ), atunci avem
i)Estimatorii a §i $* sunt independenti si a e N (oc, Gz(X’X)_l).

2 n
ii)N? =(n- p)s—2=$2e5 eN?(n-p).
i=1

(o}
ii)Fie U =—2279%  5'_(5,..5,)c IR”. Oricare ar fi & < IR®, Ui s°
o8'(xx) s
sunt independente Si Ue N(O,l). Mai mult,
T--0879% _T(n_p)VselR’.
$4/8'(xx) '8

Aceste proprietati se bazeazd pe urmdtorul rezultat din teoria
probabilitatilor ([30]):

Lema 12.3.7. Fie vectorul & € IR" , care urmeaza legea normala, de medie 0 si
matrice de variantd, ol ; fie de asemenea, matricele Qe M, (IR), Q'=Q,
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Q’=Q, r=rang(Q), LeM,,(IR), LQ=6. Atunci, izg'Qgexz(r),
(o}

. . . C . 1
Le € N si vectorul aleator L&, impreuna cu variabila aleatoare —26’Q8 , sunt
o

independenti.

Statisticile amintite In Propozitia 12.3.6, pot servi la realizarea inferentei
asupra estimatorilor de cele mai mici patrate. Incepand de aici, in tot restul
paragrafului, vom presupune adevarate ipotezele modelului liniar clasic. Ne vom
referi, pentru inceput, la inferenta prin intervale de incredere.

Interval de incredere pentru coeficienti

Daca in statistica T din Propozitia 12.3.6.iii, se particularizeaza
0'=0, :(0,0,...,1,...,0)e IR? , se obtine statistica Student, cu n— p grade de
libertate,

a, —a,

T, =%k (12.3.9)
Sk

unde s/ este produsul dintre s* si elementul al k-lea, diagonal, al matricei

(x’x)™. Pe baza acesteia, se poate construi un interval de incredere pentru
coeficienti, de forma

Pla, —s, -t o <O <3 +5, 1 o =10, (12.3.10)
n—p,l—E n—p,l—E
unde t , este cuantila de ordin 1—%, a unei variabile Student, cu n—p
n-p,l-—
2

grade de libertate, care rezultd pentru un nivel de semnificatic ¢, fixat, din
relatia

P(|Tk|<t q)]zl—q), (12.3.11)
n—p,l—E

Desigur, in cazul in care o este cunoscut, nu mai este nevoie de operatia
de studentizare si atunci, se poate folosi statistica U, din Propozitia 12.3.6 iii. Pot
fi de asemenea elaborate regiuni de incredere, pentru Xa € IR" si a € IR,
regiuni pe care nu le vom aminti aici. Atunci cand o este necunoscut, pe langa
estimatia punctuala s, se poate da si un interval de incredere pentur varianta.
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Interval de incredere pentru varianta

Pe baza statisticii N2, cu n—p grade de libertate, din Propozitia
12.3.6.ii, se poate construi un interval de incredere pentru o*, de forma

2 2
Pl (n-p)— <o?<(n- p)N;S =1-¢, (12.3.12)
n—p,l—% n—p%
unde N si N*  sunt cuantilele de ordin 1—%, respectiv % ale unei
n—p,l—E n—p,E

variabile 87, cu n— p grade de libertate, determinate astfel incat pentru un nivel
de semnificatie ¢, fixat, sd aiba loc relatia

Q
n— n-p,l-—
p p 2

P(NZ <N? <N? ] =1l-¢. (12.3.13)

NA‘G

In ultima parte a acestui paragraf, vom prezenta un al doilea aspect al
inferentei asupra estimatorilor i anume, testdrile de ipoteze asupra coeficientilor.

Testul T pentru coeficientii unui model liniar

Ipotezele acestui test sunt ipoteza nula, H, :«, =a% si alternativa ei,
H o # alfo), ceilalti coeficienti fiind in afara ipotezelor.

Testul se fundamenteaza pe o statistica de tip Student, cu n— p grade de
libertate, T,, precizata in formula (12.3.9). Pentru nivelul de semnificatic ¢,

4

rezultd cuantila t de ordin 1—5, a unei variabile Student, cu n—p

1
n—p,l—%

grade de libertate asa incat,

P(|Tk| < tn_p'1_§|H0] =1-0.

a, —a N

—k k| astatisticii T,, pe baza datelor de
Sk

selectie si se respinge ipoteza nuld, daca |tk| >t

Se calculeaza valoarea t, =

.
1=
P2
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Un caz particular al acestui test este cel al semnificatiei coeficientului «,,
test bazat pe ipotezele H,:a, =0 si H, : ¢, #0.
Urmatoarele doua teste clasice, pe care le vom prezenta, se bazeaza pe o

statistica de tip Fisher-Snedecor, furnizata de urmatorul rezultat din teoria
probabilitatilor ([19]).

Lema 12.3.8. Fie vectorul aleator &' = (81,...,6n ) ce urmeaza legea normald, cu
£eN(@.6%) si fie matricle  xeM,,(IR), AeM_(IR),

X, =XAeM  (IR). Daca se noteazd Q=1—x(xx)"*x §i
Q, = I = x,(x)x,) " x{, atunci statistica
Fo_ £Qe-eQe / Qe (12.3.14)
rang(Q,)-rang(Q)/ rang(Q)

urmeaza legea de probabilitate Fisher-Snedecor, cu rang(QO)—rang(Q) i
rang(Q) grade de libertate.

Vom nota pe tot parcursul acestui paragraf,
S =£Q,e  si S} =¢eQe¢. (12.3.15)

Se observa ca, daca matricea X din lema este matricea datelor de selectie
dintr-un model liniar, atunci avem Q =1 —H , unde H este matricea de influenta.

- 2 . 2 a o e
Mai mult, vom avea S; =|e,| =eje, si S/ =|e[" =e’e. In cazul formularii
unei ipoteze H,, asupra coeficientilor unui model liniar, ipoteza in cadrul céreia
matricea datelor de selectie devine de forma X, din lemd, notatiile S; si S;

reprezinta suma patratelor reziduurilor, in modelul redus (obtinut in ipoteza H,),

respectiv suma patratelor reziduurilor, in modelul complet (obtinut in ipoteza
H,).

Testul F al egalitatii intre q coeficienti

Se testeaza ipoteza mnuld, H;:a; =..=a,q<p, cU alternativa,
H, :”H, —falsd”. Pentru un nivel fixat ¢, se determind valoarea f =f, , . ,
a unei statistici Fisher-Snedecor, cu q—1 si n— p grade de libertate, astfel
incét,
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P(F < f|H,)=1-¢.

n-p SZ-S7
Ipoteza nula se va respinge, dacd f_ > f ,unde f, = L 082 L este
q- 1
o valoare calculata a statisticii F din Lema 12.3.8, pe baza datelor de selectie.
Testul F al semnificatiei a g coeficienti
Se testeaza ipoteza nuld, H,:a; =..=a, =0, q<p cu alternativa,
H, 1" H,-falsa”. Pentru un nivel fixat ¢, se determind o valoare f =f,  , ,a
unei statistici Fisher-Snedecor, cu g si n— p grade de libertate, astfel incét,
P(F < f|H,)=1-¢.
n-p SZ-S7
Ipoteza nula se va respinge, dacd f_ > f ,unde f, = : 082 L este
q 1

0 valoare a statisticii F din Lema 12.3.8, calculata pe baza datelor de selectie.

Exemplul 12.3.9. Reluind datele din Exemplul 12.2.8, ne propunem sa
determinam intervalele de incredere de tip 95% pentru coeficientii modelului
liniar simplu.

Solutie

Aplicand formula (12.3.10), intervalele de incredere de tip 95% pentru
coeficientii modelului estimati in Exemplul 12.2.8, vor fi (0.9156, 1.336) pentru
a si (-3.086, -0.4451) pentru b.

12.4. Previziunea si analiza rezultatelor unei regresii liniare

Ne propunem, in acest paragraf, sd amintim principalele aspecte care tin
de previziunea si analiza rezultatelor unei regresii liniare, desi, marea parte a
aspectelor si statisticilor considerate aici sunt valabile si in cazul altor modele.
([5]). Elaborarea unui model de regresie are ca scop, pe langa determinarea unui
mecanism, care sa copieze comportamentul dependentei studiate si acela de a
putea previziona, adicd de a obtine o estimatie cat mai bund, pentru o valoare Y,

corespunzdtoare unor noi date pentru variabilele X, X,...,X,. O astfel de

previziune primeste credit, atunci cand specificarea modelului de regresie din
care se obtine, este corectd. Astfel, inainte de a realiza previziuni asupra
variabilei endogene y, este necesar sia ne asiguram ca ipotezele facute asupra
modelului, in special asupra erorii, sunt valide. Vom discuta pe rénd, in acest
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paragraf, ipotezele respective, vom aminti tehnicile de verificare a lor, precum si
posibilitdtile de corectare a situatiilor In care ipotezele nu sunt valide. De
asemenea, vom aminti cateva statistici care se folosesc pentru a analiza calitatea
ajustarii datelor, prin model, precum si intervalul de incredere pentru previziune.

Controlul ipotezelor liniaritatii modelului

In literaturd, sub denumirea de ipoteze ale liniaritatii modelului, se
intalnesc de fapt, ipotezele clasice, definite in paragraful anterior (erori normale
de medie zero, independente si identic distribuite), la care se adaugd ipoteza
necorelatiei intre erori si variabilele exogene, X, X,,..., X . si desigur, absenta

corelatiei intre variabilele exogene (absenta multicoliniaritatii). Verificarea
ultimei ipoteze tine de tehnici ale corelatiei, care fac obiectul acestui capitol.
Nevalidarea acestei ipoteze duce la erori mari in model de aceea, pentru a nu
compromite din start modelul, se incearca satisfacerea acestei conditii. Tinand
cont de aceste doua aspecte, nu vom mai relua aici aceastd ipoteza. E bine de
specificat ca, desi au denumirea de ipoteze ale liniaritdtii, sunt de fapt
presupuneri care nu au legdtura cu caracterul liniar al modelului, de aceea le
putem intélni si la alte modele, unde vor fi analizate in mod asemanator.

Vom analiza in continuare ipotezele ramase, in cadrul unui model liniar.
Deoarece aceste ipoteze se refera la erorile din model, pentru verificarea lor se

determind modelul, se calculeaza reziduurile e,,i :1,_n, precizate in Definitia
12.2.4 si se analizeaza aceste reziduuri, presupunand ca ele constituie de fapt,
estimatori pentru erorile &,,i=1n.

Ipoteza normalitatii

Ipoteza £ € N este necesara pentru obtinerea unor estimatori eficienti ai
coeficientilor si de asemenea, pentru obtinerea unor estimatori ce urmeaza legea
normala. Verificarea normalitatii erorilor se poate face prin teste de concordanta,
fie prin intermediul testului lui Massey (vezi [15]), atunci cand n este mic, fie
prin testul Kolmogorov-Smirnow (vezi [23]), atunci cand n este mare. Ambele
teste se bazeazd pe compararea frecventelor cumulate empirice, cu frecventele
teoretice, corespunzatoare legii normale. Ipoteza normalitatii, desi necesard, nu
este cruciala atunci cand volumul esantionului este mare. Teorema centrali
limita (vezi [23]) ne asigura ca, atunci cand n — oo, desi € nu urmeaza legea
normald, avem ca estimatorul de cele mai mici patrate a, al lui a, converge la

legea normald. Mai precis, se introduce factorul de normalizare Jn si se obtine

cd, atunci cand n este mare, \/ﬁ(a—a) converge asimptotic, catre o variabila

normald, N(0,n-Var(a)), de unde a — N(a;Var(a)). Pentru esantioane mici,
n—oo

dacd se respinge ipoteza normalitdtii erorilor, se reprezintda reziduurile si se
calculeaza coeficientii de asimetrie si boltire ai lui Fisher, relativ la e,, pentru a
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aprecia marimea deviatiei de la normalitate. Se vor elimina acele observatii
pentru care reziduurile sunt foarte mari, asa incat reziduurile rdmase sd se
apropie mai mult de valori normale si se va reface modelul doar cu noile
observatii.

Ipoteza zgomotului alb

Presupunerea E(g):0 este necesara In obtinerea de estimatori a,
nedeplasati, adici E(a)=a . Aceast ipoteza aratd de asemenea, faptul ci erorile
din model nu sunt erori sistematice. Verificarea acestei ipoteze se poate realiza
prin analiza graficd a reziduurilor sau prin analiza (graficd sau numericd) a
intervalelor de incredere, pentru media erorii. Astfel, se reprezintd grafic
reziduurile, fiind necesar ca valorile acestora sa oscileze in jurul dreptei de
ecuatie, y = 0. Pentru prezentarea intervalelor de incredere pentru media erorii,
vom aminti mai intdi, notiunea de reziduu studentizat. Conform Propozitiei
12.3.4.i, reziduurile sunt in general corelate si variantele lor depind de locatia
punctelor. In vederea obtinerii unei statistici Student, utild in testele de ipoteze,
precum si in intervalele de incredere referitoare la erori, este necesara
studentizarea reziduurilor, proces care constd in acest caz, intr-0 scalare care
implica obtinerea aceleiasi variante pentru reziduuri. In [29], se defineste
reziduul studentizat sub forma:

Definitia 12.4.1. Se numeste reziduu studentizat, expresia

e.
= 12.4.1
S h ( )

care inainte de esantionare este o variabild aleatoare ce urmeaza legea Student,
T(n - p). Elementul h. este elementul diagonal al matricei de influenta H, iar s

este eroarea standard a estimatiei, definita in formula (12.3.7).

In literatura de specialitate, se intilnesc de asemenea si alte forme ale
reziduurilor studentizate. Astfel, in pachetul de programe Matlab, utilizat si in
statistica, se foloseste urmatorul reziduu studentizat,

t=————eT(n-p-1), (12.4.2)

unde
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2 2
s -l © (12.4.3)

' n-p-1 (h-p-1L-h)
este estimatorul variantei erorilor o®, obtinut prin omiterea datei a i-a,
(n—1)- p, fiind astfel, numirul gradelor de libertate din model.

Acelasi program foloseste urmatorul interval de incredere pentru media
erorii, precizat prin limitele sale,

e *t »Sciyl—hii=1n, (12.4.4)
n—p—l;l—E
unde t este cuantila de ordin 1—%, a variabilei Student, cu n—p-1
n—p—l;l—E

grade de libertate, iar s_; este cel din (12.4.3). Aceste intervale pot fi

reprezentate printr-un grafic cu bare, impreuna cu reziduurile €. Intervalele de
incredere care nu-1 includ pe 0 sunt echivalente cu respingerea ipotezei ca
E(g) =0, respingere ficuti pentru pragul de semnificatie ¢ . In cazul respingerii
ipotezei de zgomot alb asupra erorii, se elimind acest neajuns, prin scoaterea din
model a acelor observatii pentru care intervalul de incredere (12.4.4) nu-1 contine
pe 0.

Ipoteza necorelatiei erorilor cu variabilele exogene

Ipoteza inexistentei unei corelatii Intre eroare si cate o variabila exogena
X, k=1 p, asigurd obtinerea de estimatori optimali, prin metoda celor mai

mici patrate. Daca exista corelatie intre acestea, atunci estimatorul a va fi doar
asimptotic nedeplasat. S-a constatat ca deplasarea asimptotica obtinuta pentru a
este mica, atunci cand coeficientul de corelatie liniard simpla, intre ¢ s1 X, , este

mic ([15]). Amintim aici, definitia coeficientului de corelatie liniara simpla.

Definitia 12.4.2. Numim coeficient de corelatie liniard simpla (Bravais-
Pearson), intre doua variabile aleatoare, X §i Y, parametrul

r(X,Y):COV(X’Y): E(XY)—E(X)-E(Y). (12.4.5)

Ox Oy Ox Oy

Coeficientul de corelatie liniard simpla Pearson, de selectie, are valori
cuprinse intre —1 si 1 si se va calcula cu formula
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Zn:(xi _;Xyi —?)

E , (12.4.6)

" S S

i=1 i=1

Daca |r| se apropie de 1, variabilele sunt liniar corelate. Tn cazul in care r se

apropie de 0, nu sunt liniar corelate, iar dacd XY sunt normale si r =0,
variabilele sunt independente.
De asemenea, se cunoaste ca statistica

~2

-(n-2) (12.4.7)

f:2

urmeaza legea Student, cu n—2 grade de libertate. Asadar, corelatia  intre
variabila reziduald si variabila exogena X, Se poate testa printr-un test de
corelatie, bazat pe ipoteza H, :r(X,,&)=0, ipotezi care presupune necorelatia.

in cazul in care valoarea calculatd a statisticii (12.4.7) depaseste cuantila de
ordin ¢, a unei variabile Student, cu n-2 grade de libertate, ¢ fiind pragul de

semnificatie al testului, se respinge ipoteza H,. Aceleasi informatii se pot
obtine, analizdnd graficul in care reziduurile sunt reprezentate in functie de
valorile observate ale variabilei X,. Graficul respectiv nu trebuie sa dea

impresia vreunei tendinte, existenta acesteia ducand la concluzia ca existd
corelatie. Atunci cand corelatia este mare, deplasarea asimptoticd a estimatorului
va fi de asemenea, mare si e de preferat incercarea unui alt model.

Ipoteza homoscedasticitatii modelului

In cazul in care conditia de homoscedasticitate (erori identic distribuite),
V(e;)#c?, nu este indepliniti, modelul se numeste heteroscedastic. Tntr-un
astfel de caz, rezulta cd intensitatea influentei variabilelor exogene asupra celei
endogene difera de la o observatie la alta. Conditia V(gi):aiz,i :1,_n , sau
V(e)= diag(af,azz,...,arf
mai mici patrate, insi influenteazd varianta acestuia. Intr-un model
heteroscedastic avem, V(a) — 0, numai atunci cand lipseste corelatia intre ¢? si

) nu afecteaza nedeplasarea estimatorului a de cele

X1 =1 p, adicd atunci cand ordinul de marime al variabilelor, pentru diverse

observatii, este acelasi. Aceasta conditie este insd, foarte rar satisficutd in
practicd. Astfel, in general dacd modelul este heteroscedastic, eroarea V(a) a
estimatorului creste, prin urmare, creste si eroarea medie de estimare.
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Pentru testarea homoscedasticitatii, se cunosc mai multe metode. Una
dintre ele apeleaza la un test de comparare a mai multor dispersii, cum ar fi testul

lui Bartlet (vezi [15]), bazat pe legea N*. Ipoteza H, de egalitate a dispersiilor
se va respinge, daca valoarea calculatd a statisticii aferente testului depaseste
cuantila corespunzitoare unui anumit prag de semnificatie si legii N°. De
asemenea, se poate face un test de ipotezd bazat pe reziduuri. Pentru n mare
(dupa [29]), reziduul studentizat t, trebuie sd fie cuprins intre -2 si 2. Se
compard t; calculat cu valoarea critica a distributiei, precizate in formula
(12.4.2). Cazul cand reziduul t, este mare genereaza indoieli asupra faptului ca
reziduul are aceeasi varianta ca si celelalte, ceea ce duce la nesiguranta ipotezei
V(giz)zaz,i :1,_n.

Pentru corectarea heteroscedasticitdtii se utilizeza in general, rescalarea
modelului. Spre exemplu, pentru un model de forma

Y. =aX,; +a,%X, +&,i=1Ln,
daca
V(gi ) =0 = XX,
se scaleaza modelul astfel,

; 1 1 &
o a—+a, —+—
Xli X2i X2 Xl' Xli X2i

si atunci, V i AVi=1n.
Xl‘ XZ.

Ipoteza independentei erorilor

Aceasta ipoteza revine la

V(e)=0?l

Sau

covle;,&,)=0,i # j,i, j=1n.
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Autocorelatia erorilor presupune Cov(gi,g i )7& 0,i # j. Ipoteza de independenta

este necesara in obtinerea estimatorilor de variantd minima (optimali), prin
metoda celor mai mici patrate, dar nu si in obtinerea estimatorilor nedeplasati.
Autocorelatia erorilor se regaseste in principal, in cazul modelelor
dinamice (serii de timp). Tntr-un astfel de model, din cauza proastei specificari,
influenta erorii unei perioade asupra alteia devine plauzibila. Dupa [15],
autocorelatia erorilor poate aparea in modelele statistice, doar daca rezultatele
observarii au fost aranjate in prealabil, crescator sau descrescator, in raport cu
variabila endogend Y. Pentru validarea ipotezei de independenta a erorilor, se
poate folosi, atdt metoda bazata pe analiza graficului reziduurilor, cat si un test
de corelare. Din punct de vedere grafic, se cerceteaza comportarea empirica a
reziduurilor e,,...,e, , care nu trebuie sd dea impresia unei tendinte. Altfel spus,

reziduurile nu trebuie sd aibd pentru mai multe observatii consecutive aceeasi
comportare, spre exemplu, nu trebuie sa fie numai pozitive sau numai negative.
Pentru necorelatie, ele trebuie sa fie imprastiate aleatoriu in jurul axei absciselor.

Din punct de vedere cantitativ, se poate folosi testul Durbin-Watson (vezi
[29]), care verifica ipotezele H : &; necorelate si

H, :e =0d¢,, +Uu, o >0(proces autoregresiv de ordin I).

Statistica aferenta testului este

d=12 _<[04]. (12.4.8)

Pentru a admite ipoteza necorelarii, trebuie ca valoarea lui d sa fie in jurul lui 2.
In cazul in care se depisteazi o autocorelatie, se corecteazi calitatea
estimatorilor, folosind metoda celor mai mici patrate generalizate ([30]).

Odatd validate sau corectate ipotezele liniaritatii modelului, avem
asigurate pentru estimatorii de cele mai mici patrate, calitdtile discutate in
paragraful 12.3. Un alt aspect in analiza rezultatelor regresiei tine de calitatea
ajustarii.

Calitatea ajustarii

Pentru a analiza calitatea ajustarii se pot folosi, atat metode numerice, cat
si metode grafice. Metodele grafice (folosite in special in cazul unui singur
predictor) se referd, in mare parte, la analiza reziduurilor, analiza care asa cum s-
a vazut in prima parte a acestui paragraf, se poate realiza si numeric. Metodele
numerice utilizate in analiza calitdtii ajustarii se bazeaza pe interpretarea catorva
statistici.

271



Analiza reziduurilor

Pe langd verificarea ipotezelor liniaritatii, studiul reziduurilor poate fi
folosit si in cadrul altor modele de regresie, in vederea reperdrii observatiilor
aberante(outlieri). Tn prima parte a paragrafului, s-a vazut deja instrumentarul
folosit Tn analiza reziduurilor.

Astfel, dintre mai multe ajustari (in regresii cu un singur predictor, liniare
sau nu), se va prefera aceea in care reziduurile sunt aleator imprastiate in jurul lui
zero, fard a comporta o tendinta.

In acelasi sens, se poate face si comparatia curbelor ajustate, in raport cu
norul statistic. Pentru eliminarea observatiilor aberante, se poate folosi, de
exemplu, testul fundamentat pe reziduurile studentizate si pe statistica (12.4.1)
sau (12.4.2). Un reziduu prea mare poate indica o valoare aberanta, dar o valoare
aberantd nu are neaparat reziduul mare. Un alt criteriu care sa desemneze valorile
aberante ar fi cel bazat pe intervalul de incredere (12.4.4). Reziduul pentru care
intervalul nu contine valoarea zero indica o valoare aberanta.

Influenta observatiilor

Am vazut cum poate fi eliminata o observatie aberantd. Sa vedem acum
care ar fi influenta unei astfel de observatii, In cazul in care ea ar ramane in
model.

Definitia 12.4.3. Daca notam cu 9(_i), valoarea ajustatd(prezisa) pentru Y,

(definita in formula (2.1.10), care se obtine atunci cand este omisa observatia a
i-a, vom numi reziduu prezis, valoarea y, — )7(4)-

Conform cu [29], se poate arata ca

asadar observatiile pentru care h. e mare si/sau reziduurile sunt mari (observatii
aberante), duc la previziuni suspecte, cici y; — ¥ ;) va fi mult diferit de zero. Ca

o masura a puterii de prezicere a modelului, se cunoaste statistica

2
PRESS = z(e—] . (12.4.9)
i=1 1_hi

O valoare micd a statisticii indicd o putere mare de prezicere. Astfel,
pentru o bund prezicere, trebuie eliminatd influenta observatiilor aberante (e,

mare) sau cele care au h. mare. Influenta observatiilor asupra estimatorilor este
data de distanta lui Cook,
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' ~ ~ 2
a4 ’ a4 h, RS
D, = (a q )) (pxsz()(a q )) :%eiz 1_|h. _ y p)sl(2 )H . (12.4.10)

Aici, ;) =xa ), @ este estimatorul obtinut prin eliminarea
observatiei I, iar celelalte elemente au aceeasi semnificatie ca in paragraful 12.3.
O observatie se considerd a avea o influenta anormala, daca D, >1.

Analiza estimatiilor obtinute

Estimatorul a este determinat cu mai multa acuratete, atunci cand
intervalele de incredere (12.3.10), pentru coeficienti, sunt mai restranse.

In continuare, vom prezenta cateva statistici care pot fi folosite pentru
evaluarea si de asemenea, compararea mai multor modele.

Coeficientul de corelatie multipla

Pentru a putea face legdtura intre acest coeficient si coeficientul de
corelatie liniard multipla, vom aminti mai intdi definitia acestuia.

Definitia 12.4.4. Se numeste coeficient de corelatie liniara multipla, parametrul

r(Xl,XZ,...,Xp,Y):supr(Zp:aiXi,Y], (12.4.12)

E] i=1

unde r este coeficientul de corelatie liniard simpld, definit in formula (12.4.5).
Coeficientul de corelatie liniara multipla, de selectie (esantionare), se va
nota cu #(x,, xz,...,xp,y) si este dat de

f(xl,xz,...,xp,y):supf(zp:aixi,y]. (12.4.12)
aj i=1

In cazul particular cand p=1, se obtine valoarea absoluti a

coeficientului de corelatie liniard simpla. Tn [30], se demonstreazi ci, daca Y

este valoarea ajustata a lui y (precizata in Definitia 12.2.4.), dintr-un model de
regresie liniard cu termen constant, atunci

A

F(%, Xy 00X, ¥ )= (9, y). (12.4.13)
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Altfel spus, metoda celor mai mici patrate determind acea combinatie liniard
intre variabilele exogene, pentru care corelatia cu variabila endogend este
maximala. In plus, se poate demonstra ca

f@phvwxwy)H%;%+ (12.4.14)
sau intr-o alta formulare
A —|2 ~ll2
P2(x,, %000 X, ) = y_zz :1_My—zt. (12.4.15)
y-y ly-|

Se poate afirma atunci, cd coeficientul de corelatie liniard multipla
reprezinta proportia in care variatia lui Y este explicatd prin regresia liniara pe

X Xy X cu termen constant. Are loc relatia

0< f(xl,xz,...,xp,y), l’z(xl,xz,...,xp,y)ﬁl, o valoare apropiati de unu fiind o
posibila acoperire a faptului, ca modelul liniar este potrivit pentru a explica

variabila Y. Pentru a realiza inferenta asupra estimatorului f, se foloseste
statistica de tip Fisher Snedecor, cu p—1 si n— p grade de libertate,

=P (12.4.16)

si se emite ipoteza nula, r =0, care este echivalenta de fapt, cu ipoteza
a, =0,k =1,p, «a, oarecare, ipoteze ce infirma regresia liniara. Ipoteza nula se
va respinge, daca valoarea calculatd a statisticii (12.4.16) depaseste cuantila
corespunzatoare legii Fisher-Snedecor si pragului de semnificatie ¢ . Totusi,
chiar dacd =1 si valoarea reald r este semnificativa (H, :r = 0), acest lucru
nu indica neaparat o corelatic reald. Spre exemplu, in cazul regresiei simple,
aceste situatii cu privire la I si r pot aparea, ca urmare a unei corelatii paralele
pe care, atat variabila y, cat si variabila X, o poate avea cu o a treia variabila.

Pentru a elimina influenta acestei de-a treia variabile, se poate calcula un
coeficient de corelatie partiald, cu formula

formula ce poate fi extinsa si in cazul regresiei multiple.
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Testul bazat pe r®, prezentat mai sus, este unul de semnificatie al
coeficientilor de regresie in ansamblul lor si in acelasi timp(prin f), al
semnificatiel regresiei liniare cu termen constant, test folosit in analiza
rezultatelor regresiei. Spre exemplu, in Matlab, se Intoarce ca si informatie de
regresie, valoarea calculata a statisticii F i p —valoarea asociata acestei statistici,
adica probabilitatea critica,

c=1-F

(F (12.4.17)

p-1,n-p calculata ) '

Daca ¢ < ¢, ¢ prag de semnificatie, se respinge ipoteza H .

Deoarece f, dat prin (12.4.13), s-a definit doar pentru § rezultat din
modelul liniar cu termen constant, nu vom putea vorbi de aceste elemente, in
cazul unui model de regresie liniara oarecare. Pentru modelul de regresie liniara
fara termen constant, se pot folosi testele F de semnificatie asupra unui
subansamblu al coeficientilor, precum si testul T asupra fiecarui coeficient in
parte, teste prezentate in paragraful 12.3. Un test pentru ansamblul coeficientilor
se poate face si pentru modelul de regresie liniara fara termen constant, folosind
statistica de tip Fisher-Snedecor, cu p si n— p grade de libertate (vezi [29]):

!

L (a-a)(xx)fa-a) .

ps

F=

Totusi, atat pentru modelul liniar fara termen constant, cat si pentru un
model de regresie oarecare, se poate defini o caracteristicd asemdnatoare cu I,
caracteristicd pe care o vom numi coeficient de corelatie multipla(oarecare).
Definitia 12.4.5. Numim coeficient de corelatie (determinatie) multipld
(oarecare), parametrul definit prin

R? Sq 12.4.18

(v.9) =
:

unde

2

SZ= Z(yi - y) , sumd de patrate totala,
(12.4.19)

S = Z:(yi -V )2 , suma de patrate reziduala (indusa de reziduuri),

iar y este valoarea ajustata (prezisa) a lui y, prin modelul considerat.
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Asadar, coeficientul de corelatie multipla se calculeaza cu formula

—v ) —2 ~
Rz:l_;(yi 7:) Csiosz vy -lv-o

Stof S el

i=1

(12.4.20)

Mirimea R reprezinti o masura a calitatii ajustarii datelor, prin modelul
de regresic oarecare, in urma céreia rezultd valoarea ajustatd(prezisd), V.
Aceasta marime se poate folosi pentru a compara mai multe ajustari diferite si
poate fi calculata, pentru orice model de regresie, chiar si pentru cele
neparametrice. Totusi, in [30], Stapleton atrage atentia, cd R® bazat pe scari
diferite nu sunt comparabile. Aceastd observatie se referd la cazul cand pentru
ajustare e necesara o transformare. De exemplu, R2(§/, y) se poate compara cu
R%(Y,,y), dar nu cu R(z,Z), dacd z=g(y), Z, valoarea ajustati a lui z, din
modelul liniar al lui z pe x, Yy, valoarea ajustata a lui y, din regresia lui y pe x,

¥, =97*(2). O valoare mare a Ilui R? va indica 0 mai buna apropiere a modelului
fatd de date. Acest lucru se poate vizualiza si grafic, pentru modelul cu un singur
regresor. Din formula (12.4.20), se observa ci R* poate lua si valori negative,
valoarea maxima fiind 1.

Acest parametru este cunoscut in literatura de specialitate, doar sub
denumirea de R-patrat. Am preferat sa-1 numim aici coeficient de corelatie
multipla (oarecare), deoarece atunci cand y provine dintr-un model de regresie

e o 2 . . . . e
liniard cu termen constant, R“ coincide cu coeficientul de corelatie liniara

multipla, f?, din formula (12.4.15). Tntr-adevar, pentru modelul liniar cu termen
constant are loc regula de adunare a variantelor (ANOVA),

ian:(yi -yf = ianl(yi -9,) + Zl‘,(y -yf (12.4.21)

sau altfel,
Iy =l =91 +ly (12422

sau inea,
5?52 =[y~y[" (suma indusa de model). (12.4.23)
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In general, aceastd reguld nu are loc, de aceea prima parte a formulei
(12.4.15) nu este valabild pentru R? si deci, R? # F?, diferentd confirmata si de
faptul ca in general, R poate lua valori negative (mai precis pentru modele fard

termen constant), in timp ce f° nu poate. Totusi R® si F> au aceeasi
2 2

semnificatie si anume, precizeazd proportia, (T—ZR], in care un model

:
explicd bine datele, numai ci > se refera strict la modelul liniar cu termen
constant. Spre exemplu, o valoare de 0,97 a lui R® ne arati, ca modelul din care
rezultd y acopera variabilitatea observatiilor, in proportie de 97%.

O mirime aseminitoare cu R? este si raportul de determinatie(corelatie),
V(¥(x)
v(x)
liniara simpla. In general, raportul de corelatie arati proportia in care factorul X
explica variabila Y , neprecizind forma corelatiei, In timp ce coeficientul de
corelatie arata proportia in care factorul X (unidimensional) explica variabila Y,

prin intermediul unui anumit model de regresie.

Pe langd R?, tot ca si masura a calitatii ajustirii, se foloseste o varianta
ajustata a sa. Necesitatea acestei ajustari rezida in faptul ca R® nu este un criteriu
absolut al calitatii ajustarii, in cazul cand se compara doud modele cu un numar
diferit de parametrii. Astfel, daca p creste in regresia liniara, spre exemplu,

>0, care coincide cu R® si cu r* (a se vedea [29]), pentru regresia

implicd faptul cd in model s-a inclus o noud variabild, ceea ce face ca S? si
scada si implicit, R sd creasca artificial.

Definitia 12.4.6. Se numeste coeficient de corelatie ajustat, parametrul

R =1-"1Rre). (12.4.24)
n-p

Astfel, factorul n— p corecteaza modificarea artificiald a lui R?, odata

cu modificarea lui p. Ca si in cazul lui R®, o valoare apropiata de 1 a lui R’ va

. —2 . . . - . .
arata o bund ajustare, R fiind un criteriu bun pentru modele cu un numar diferit
de parametri.

Alte statistici care masoard numeric calitatea ajustirii (pe langd R® si

R”) sunt S2 din formula (12.4.19) si s din formula (12.3.7). Statistica S? este

cunoscutd si sub denumirea de suma de patrate datoratd erorilor §i masoara
abaterea totald a variabilei Y, de la model. O valoare apropiata de zero indica o
buna ajustare. Statistica S, numitd si eroare standard a regresiei, este raddcina
patrata a erorii medii patratice, intdlnitd sub notatia. MSE sau RMS (media
patratelor erorilor). O valoare a lui s apropiata de 0 indica o buna ajustare. Toate
aceste statistici pot fi definite si pentru alte modele decat cele liniare.
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Odata stabilit s1 validat modelul de regresie, ne intereseaza problema
previziunii.

Intervale de incredere pentru previziune

Pe langa intervalele de incredere pentru previziune, pentru o noua
observatie, vom prezenta aici si intervale de incredere pentru medie (pentru
functia de regresie f), pentru a le putea compara. De asemenea, in literatura de
specialitate, se iau in calcul, atat intervale simultane (pentru x oarecare), cat si
intervale nesimultane (pentru o singura valoare specificatd, X,). Vom considera

aici doar intervale nesimultane.

Cazul regresiei liniare (fira termen constant)

Presupunem cd modelul y=Xa+¢, ¢ € N(Q,azl ), a fost validat si ca
ne intereseaza estimatii asupra unei noi valori, Y,, a variabilei Y, date fiind
valorile Xogs X2 r++1 Xop ale variabilelor X, Xy, X, adicd ne intereseazd sa

previzionam o valoare a lui y(necunoscuta). Avem

Yo = Q1 Xgy +ot @ Xo, + &5 = Xt + & (12.4.25)
sau folosind modelul ajustat prin cele mai mici patrate,

Yo = & Xgy +..t A, Xy, +€ = Xpa+6€.

Apar asadar, doua tipuri de erori in estimarea previziunii. Una se datoreaza noii
erori g,, cu care valoarea Y, intra in model, iar alta se datoreaza erorii cu care s-

a estimat o. Sigur, in cazul in care dorim sa estimim media
E(Y|X = XO): f(x,)= X} , atunci eroarea este mai mici si se reduce la eroarea

indusa de « . Folosim notatia
Yo = Xo@, (12.4.26)

pentru a desemna previziunea punctuala si dam in continuare, intervalul de
incredere pentru

Yo = Xoo + &, (previziune),
respectiv pentru

f(x)=E(Y|X =%, )= X (medie).
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Interval de incredere pentru previziune:

T+ %5 (XX) " %, <Yy < ¥, +st o1 Xé(X'X)_lonzl—go.
n-pl-

(12.4.27)

Interval de incredere pentru medie:

P(f/o st xo (X%) %y < F(%,)< Y, st X (x'%) Xo] 1o
a2 e
(12.4.28)

Tn ambele intervale, s, X, a si t au semnificatia precizata deja in acest
capitol. Se observa ca intervalul pentru previziune este mai larg, datorita erorii
suplimentare care intervine prin g,. In cazul modelului liniar cu termen
constant, intervalele sunt aceleasi, diferd doar forma lui X, si X, care vor contine

siun 1, respectiv o coloani de 1 (a se vedea [29], [30]). Tn cazul regresiei liniare
simple, cand functia ajustata si intervalele pot fi vizualizate grafic, avem

urmatoarea situatie: A

/ y=ax+b

’ __----~medie
. reviziune

Figura 12.4.1

Avem asadar si vizualizarea faptului ca intervalul de previziune este mai
larg, curbele corespunzatoare incadrand, pentru acelasi ¢, curbele de la
intervalul pentru medie, care la randul lor, incadreaza dreapta de regresie. Daca
pe grafic ar fi vizualizate si datele, s-ar vedea ca intervalele de incredere pentru
previziuni includ punctele. Ca orice interval de incredere si intervalele de
previziune pot fi instrumente i1n evaluarea -calitatii regresiei, acuratetea
previziunii fiind cu atat mai buna, cu cat intervalul este mai mic. Intervalele
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simultane sunt asemandtoare celor nesimultane, diferenta fiind ca se utilizeaza
distributia Fisher-Snedecor, in loc de distributia Student.

Exemplul 12.4.7. Reludnd datele din Exemplul 12.2.8, ne propunem sa estimam
punctual §i prin interval de incredere de tip 95% rata rentabilitatii actiunilor
respective corespunzdtoare unei rate a pietei de 2%.

Solutie

Calculand previziunea punctuald obtinutd pe baza modelului din
Exemplul 12.2.8, avem ¥(2)=-176+113-2=0,5, in timp ce o evaluare a
formulei (12.4.27) duce la intervalul de incredere de tip 95% pentru previziune,
(-4,42; 5,39).
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Capitolul 13

Statistica Bayesiana si notiuni de teoria
credibilitatii

13.1. Statistica Bayesiana

Un asigurator are un contract care se deruleazd pe mai multi ani. Sumele
de bani platite clientilor au fost Xy,X,,...,X:. Tinind seama de aceastd experientd,
care ar fi cel mai bun principiu de calcul al primei de asigurare pentru anul t+1?

Pentru asigurator, clientul este un risc, X.

Problema ar fi : cum am putea modifica prima de asigurare h(X) in asa fel
ca sa tin seama de experienta anilor trecuti?

Nefiind precis formulata, aceasta NU este o problema matematica.

O problema oarecum mai abordabila ar suna astfel: in teoria asigurarilor,
media EX se numeste premiul brut sau prima bruta. La acesta se mai adauga
diverse sume care ar trebui sa tind seama de profit, de cheltuieli de regie precum
si de alte lucruri ce nu tin de obiectul studiului nostru.

Problema de baza este gdsirea repartitiei ,,adevarate” a lui X.

In statistica parametrica clasicd se presupune ci repartitia Fx apartine
unei clase de repartitii depinzind de un parametru necunoscut 6 € E. De
exemplu, putem crede ca X ~ Poisson(0) sau X ~ Binomial(n,p), sau X ~ Exp(a).
In primul caz am avea o familie depinzind de un singur parametru, iar in al
doilea de una depinzind de doi parametri (caci 6 = (n,p) !) . Pentru a merge mai
departe ar trebui gasit adevaratul 6. Daca suntem dispusi sd credem cd 6 nu se
modificd la rindul lui in timp, am putea privi atunci experienta acumulatd X
=(Xy,...,Xy) ca o selectiec de volum t dintr-o populatie F,. Caz n care s-ar pune
problema estimarii lui 0.

Daca 6 ar fi unidimensional, am putea incerca sd gasim intervale de
incredere pentru 6, cu un anume risc asumat o.. Acesta este punctul de vedere al
statisticii parametrice. Ea se foloseste daca dispunem de multe date.

In acest capitol vom folosi insi o altd abordare, si anume cea Bayesiana.
Parametrul 6 € E se numeste factor de risc. ldeea de baza in abordarea
bayesiana este cd , necunoscind valoarea adevaratd a lui 0, e ca si cum factorul
de risc © ar fi la randul lui o variabila aleatoare. O vom nota cu ®. Formal,
avem un spatiu probabilizat pe care avem definit un vector de observatii X
=(Xy,...,X;) sio variabild aleatoare ® cu valoriin E
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Desigur ca apar unele probleme tehnice: va trebui ca spatiul parametrilor
E sa fie organizat ca un spatiu masurabil (E,E). De obicei aceasta nu este o
problemd, in cazurile clasice. De exemplu, in cazul repartitiei Poisson sau
exponentiale E = [0,00); la binomiald este Nx[0,1] care se organizeazd in mod
natural ca spatii masurabile cu c-algebra multimilor boreliene B([0,%0)) 1n
primele doua cazuri sau cu P(N)®B([0,1]) in al doilea. La repartitia normala
N(n,6%), E = R x (0,:0), etc.

Putem avea o idee despre repartitia factorului de risc, o credinta. Aceasta
se numeste repartitia apriori a factorului de risc ®. Tn limbaj matematic,
repartitia apriori este repartitia initiald a lui ©. In cele ce urmeaza ea va fi notati
cu U. Deci U (B)= P(® < B).

Dacéa parametrul ® ia valoarea 6 , atunci repartitia selectiei noastre X ar
trebui sa fie Q(0). Acesta se numeste modelul. Deci pentru fiecare 6 € E , Q(0)
este o repartitic pe R" Aceasta este in definitiv repartitia conditionati a lui X
stiind ca © = 0.

Pe scurt o abordare Bayesiand inseamnid o repartitie apriori a
parametrului si un model. Ideea este sa obtinem din experienta o ajustare a
repartitiei apriori, numita repartitia aposteriori a parametrului ©.

Modelul este de fapt o probabilitate de trecere de la multimea E a
parametrilor la multimea R' a rezultatelor. Atunci stim de la capitolul privind
simularea variabilelor aleatoare ca repartitia vectorului (©,X) este U®Q iar
repartitia lui X este UQ. Amintim ca cele doua operatii se definesc astfel

U®Q(C) = [Q(6,Cy)dU(8) V C < E x R' masurabild (13.1.1)

Def

UQ(B) = URQ(ExB)= [Q(p,B)dU() (13.1.2)

Exemplul 13.1.1. Sa presupunem ca ® ~ U([0,1]) iar X ~ Binomial(1,0)". Mai
explicit, modelul este urmatorul: daca adevarata valoare a lui ® ar fi® = p e
[0,1] , atunci P(X;=¢y,..., X = &) ar trebui sd fie p**?(1-p)"©* unde v(L,e) = | {1<j <
t |8j =1} | iar v(0,¢) = | {1 < t |8j =0} | =t- N(1,e). Cum afecteaza variabila
aleatoare N(1) repartitia initiala a lui ©?

Exemplul 13.1.2. O generalizare. ® ~ U(0,1) iar X ~ Binomial(n,®)"' unde n este
presupus cunoscut. Atunci P(X;=xy,...,.X¢=X) = C)*..C, 10 (1-0)"™..0" (1-0)"" =
ChCrl.CHO°(1-0)"SundeS=S(X) =X+ ... + X;.

In Exemplul 13.1.1, repartitia lui X este U(0,1)Q unde Q) =
Binomial(1,0)". Deci din (13.1.2) avem
1

P(X=¢)= j 0%(1-0)"%d0 = B(S + 1,t— S + 1) (13.1.3)

0
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unde ¢ € Z;' iar S = v(1,e)este definit in Exemplul 13.1.1. Functia B este functia
r(m+)r(n+1) _  mm!

a lut Buler , f(m+1,n+1) :F((m+1)+(n +1))  (m+n+1)!

. Rezulta ca P(X = ¢)

SIt—S))!
(t+1!
In Exemplul 13.1.2 diferenta este ci X este U(0,1)Q unde Q(60)
Binomial(n,0)' deci
1

P(X=X) = j ChCe..CO°(1-0)"5d0 = CXC..CHB(S+1, nt-S+1)  (13.1.4)
0

Rezumind cele de mai sus putem concluziona : intr-un model Bayesian U
este marginala pe spatiul parametrilor a repartitiei U®Q a vectorului (®, X)
format din parametrul aleatoriu ® si selectia X, (adicd o probabilitate pe (ExR")
modelul Q(0) este repartitia selectiei conditionata de valoarea pe care o ia
parametrul,(o probabilitate de trecere de la E la $R") iar a doua marginala, cea de
pe Rt este UQ — repartitia selectiei X. Daca, asa cum se intimpla in aplicatii, ®
este la rindul lui un spatiu standard Borel, teorema de dezintegrare o putem
aplica si marginalei a doua. Deci existd o alta probabilitate de trecere U, , de data
aceasta de la ®' la E astfel incit U = U;(UQ) . Din punct de vedere probabilistic Q*
reprezinti repartitia lui ® conditionati de esantionul X . In jargonul Bayesian, U,
este repartitia aposteriori a parametrului ® dupa observatia X.

Sensul ar fi cd Uy(x,A) = P(® € A | X =x).

In anumite conditii, suficient de largi pentru statistica, exista formule de
calcul a repartitiei aposteriori U;.

Sa presupunem ca repartitia parametrului ®, deci U , admite o densitate
fatd de o masura o-finita t. De asemenea, presupunem ca si repartitia observatiei
X conditionatd de ® = 6 este absolut continud fatd o altd masurd o-finitd v, adica
admite o densitate g fata de v . Atunci se poate calcula repartitia aposteriori a lui
o.

Propozitia 13.1.3. Presupunem ca E este o multime boreliana dintr-un spatiu
euclidian. In plus, presupunem ca

(). U = u-t, unde teste o masura o-finitd pe E;
(ii). Q(0) = q(8)-v unde v este o masura o - finitd pe R
Atunci
Po (@, X)! =fo x - (t®V) cu fox (8,X) = q(0,X)u(6) (13.1.5)
Po X! =fx- vundefy (x) = j q(0,x)u(0)dc(0) = j f ox (0,%) dt(0) (13.1.6)
Us(¥) = (- © unde q*(x,0) = — 20 XO) (13.1.7)
[a(e,x)u(e)dx(o)

Notatii standard. O notatie mai sugestiva pentru q(0) este cea folositd in
statistica: fy| ¢ = . Deci modelul este ca, daca parametrul ® ar lua valoarea 6,
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atunci densitatea lui X fata de v ar trebui sa fie fx| ¢ -¢. Atunci densitatea comuna
a vectorului (©, X) fata de t®v este fe x iar densitatea parametrului ® in ipoteza
ca cd X = x este fg| x=x . Reformulind cu aceste notatii standard avem

densitatea lui (®,X) este fox (0, X) = fx| 0= o(X)fe(0) (13.1.8)
densitatea lui X este fx (X) =] fg, x (x,0)d(6) (13.1.9)
densitatea aposteriori a lui ® data de rezultatul x este
f 0,
fol x=¢(0) = fox (0.x) (13.1.10)
fx (x)

Demontratia se poate gasi, de exemplu, in Gheorghitd Zbaganu, Metode
matematice in teoria §i actuariat, Bucuresti, Editura Universitatii 2004, pp 236.

Continuare la exemplele 13.1.1 5i 13.1.2.

Cu notatiile standardizate de mai sus avem

La exemplul 13.1.1: E = [0,1], T = U(0,1), u(®) = 1, v = Card(Z,) este
misura cardinal pe Z,', densitatea modelului este fx| o - ¢ (x) = 6°(1-0)° cu S
=l{igj<tIx =1} |=x +...+ x.
Atunci
- fox (0% = 6%(1-6) 1 (0)

] _ _ caqy = SHE-S)!
f 0 = [ (0.0u(O)de(0) = pS+LES+D) = =~
o (t+! t
- fol x=x(0) = mes(l'e) °

Recunoastem aici ca repartitia aposteriori a parametrului © este o
repartitie Beta(S+1,t-S+1) .

Interpretarea: in urma unei experiment in care au aparut M de ,,1” si N
de ,,0” si in care apriori nu aveam nici o idee preconceputa asupra lui p credinta
noastra asupra parametrului 0 ar trebui sd fie data de densitatea aposteriori u(0) =
BM+1,N+1 (e)

La exemplul 13.1.2: E, t, u sunt aceiasi, dar v = Card(Z,);

- fxl o= (X)= C(X) 0°(1-0)"° cu C(x) = CXC..Cx

- fox (0.X) = C(x) 6°(1-6)*10(8)

L f)= ﬁ (vezi (1.1.10)

1
- folx = x (B) = 05(1-0)™° deci repartitia aposteriori a
olx (©) B +int_5+1) (1-0) partitia ap

parametrului ® este Beta(S+1, nt-S+1)

Observatie 13.1.4. Dar daca aveam o idee preconceputa? De exemplu, daca
am fi crezut ca p = o? Atunci statistica Bayesiana nu ne-ar fi de nici un
folos. Sa presupunem cé noi avem o credinta apriori ca ®, parametrul nostru
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06, 6 0 . . . .
are repartitia © ~ ( b ”J. Atunci Q ar fi devenit o matrice

P Py e . 6,
stocasticd cu N linii si 2' coloane: Q(6;,x) = 6;"®(1-6)"™® . Cu notatiile din
Propozitia 13.1.3 am avea E ={6y,...,6,} < [0,1], = = Card(E) , u(6;) = p;, v =
Card(Z,), fox (0,%) = 6;"“(1-06,)™®)p; iar

e'M(l)l_e't—M(g) )
O, 79) 7P (13.1.12)

2.6 -6,)"Wp,
i=1

In cazul particular in care n = 1 (deci credem orbeste ci @ = 0;) atunci
suma de la numitorul din (13.1.11) coincide cu numaratorul, deci fe|x=x (01) = 1.
Ceea ce Inseamnad ca indiferent ce ne spune experienta, vom continua a crede ca
®=91!

folx=x (6) =

eye v o

explicative, cel mult poate anula unele din ele — sau sa le faca mai neverosimile.

Exemplu 13.1.5. Un asigurator are in perspectiva un contract format din
riscuri repartizate binomial. El stie ca X, ~ Binomial(N, rt), dar nu stie nici pe N,
nici pe 7. De exemplu X; pot fi piesele rebutate dintr-un lot de N piese. Mai stie
ca in decursul derularii contractului acesti parametri nu se schimba. Pentru a
avea o idee ce prima de asigurare sa ceard, are la dispozitie un istoric al
numarului de rebuturi Xy,...,Xn. Experienta anterioara il face sa creada ca ca N
si 7 sunt independente si ca N ~ ZOLHSH iar © ~ p-A unde p:[0,1] — [0,00) este 0
nx>1

densitate . Daca nu are nici o idee despre p- lucru destul de neverosimil - va lua
P=1on

Deci

E = Nx[0,1], ® = (N,n),

T = Cardy®A,

0 = (n,p), fo(n,p) = anp(p) , (repartitia apriori)

filou 09 = anClx , O)p°(L-)™ cu C(x, 0) =C(xn) = C2C..Cl

(acesta este modelul propriu zis!)

fox (6,X) = onp(p)C(x , O)p°(1-p)"*

Repartitia lui X este o mixtura de binomiale. Putem scrie

fox (6.X) = p(P)anC(x , O)p™(1-p) M) (13.1.12)
unde M(x) este media aritmetica a primelor t observatii, tM(x) = X3 + ... + X, . Fie
X* = max (Xy,...,X). Observind ca n < x* = C(x,n) = 0 si inlocuind, obtinem din ca

fi (9= [a(0.)u()dx(0) = > e, Clx. 1) [P P™MO(1- p)* e dp (13.1.13)
0

ccXe..Ccrk
(nt +1)C

(daca m ~ U(0,1) atunci fy (x) = > o,

n=x*

) iar din (13.1.13)
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p(p)a,, C(x,n)p™® (1— p)t M)

folx=x (n,p) = (13.1.14)

0

> o, LK) [ M @ p) M p(p)dp
k=x*
a,C(xn)p°(L-p)"*

& Cick.CF
zak S
k=x* (kt + 1)Cnt

(daca m ~U(0,1) atunci fo|x =« (,p) =

Observam ceva de bun simt, pentru care nu avem nevoie de multa stiinta
de carte: dacd n <X, atunci din (13.1.17), fo|x-x (,p) = 0. Nu o sd considerdm
posibil ca N sa ia valori mai mici decat x*!

Definitia 13.1.6. Daca ¢:E — R este o functie masurabila, variabila aleatoare
E(¢(®) | X) se numeste in limbaj bayesian estimatorul Bayesian cu cele mai mici
patrate al lui p(O).

Propozitia 13.1.3 are drept corolar o formula de calcul pentru E(o(®) | X), evidenta

datorita formulei de transport:

Propozitia 13.1.7. Avem

[9(0) fy lo—p (x)u(6)dc(6)
[ fx lo=s ()u(c)dt(o)

E(o(®)|X=x) = (13.1.15)

Sa presupunem ca variabilele aleatoare X, sunt toate identic repartizate
pentru fiecare valoare posibila a factorului de risc 6 . Fie

u(®) = E(X, | ®) (13.1.16)

Aceasta este cea mai buna aproximare pe care o putem face pentru Xr in
sensul celor mai mici patrate. In cele ce urmeazi nu vom modifica notatia: u(®)
va avea mereu aceeasi semnificatie.

Sensul precis este ca dintre toate functiile y(®) cu care am dori si
aproximdm pe X, Tn spatiul L? cea pentru care distanta este minimd este u(®).

Ceea ce ne intereseaza in actuariat este marimea

E(w(®)|X) notata cu g(X). (13.1.17)

Este mai putin evident ca, in anumite ipoteze, g(X) este si cea mai buna
aproximare pe care o putem face asupra premiului brut de asigurare viitor (adica
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pentru X, ) tinind seama de modelul nostru bayesian si de experienta acumulata,
X.

Definitia 13.1.8. Doua variabile aleatoare X §i Y se numesc conditionat
independente fatd de ® daci P(X e A,Y e B| ®)=P(X € A)P(Y € B| ®) pentru
orice A §i B multimi boreliene.

Exemplul 13.1.9. In exemplele 13.1.7 §i 13.1.5 am presupus tacit cd
observatiile (Xi)1 < i<t sunt conditionat independente. Altfel nu puteam sa spunem
ca P(X1 = X4, Xt = X) = P(X1 = Xq)...P(X¢ = X). Daca X si Y sunt conditionat
independente, nu rezultd cd sunt independente. Intr-adevar, si spunem cd X,Y, ©
sunt discrete. Atunci

PX=i,Y=))=E(PX=i,Y=]jl ©)=E(PX=il@)P(Y=jl0))

= E[P(X = i |®)E[P(Y = j |©®)]. De exemplu, si zicem ca (XY | ©) ~
U({©,0+1}), ® ~ U({0,1}). Atunci P(X =0, Y=0) = [P(X=0,Y=0]/® =0) +
P(X=0,Y=0l®@=1)]2=[% +0]/2=18iar P(Y =0)=P(X=0) = [P(X=0| ®
=0)+P(X=0| ©®=1)]/2 = (Y2 +0)/2 =Y. Produsul este 1/16 si nu 1/8.

Propozitia 13.1.10. Fie X i Y doua variabile aleatoare conditionat
independente de ®. Atunci avem

E(f(Y) | ©,X) = E(f(Y) | ©) (13.1.18)
In consecinti

E(f(Y) | X) = E(E(F(Y) | ©) | X) (13.1.19)

Corolarul 13.1.11. Presupunem ca observatiile X, sunt conditionat independente
fiind dat ©. Atunci E(Xe1 | Xo,...,X) = E(u®) | Xy,.... X)) = g(X).

Demonstratie
Este de fapt relatia (13.1.19) unde in loc de Y avem X, iar in loc de X avem
vectorul X = (X)1<r<t . |

Principial, g(X) se poate calcula, daca stim repartitia lui ® conditionata de
X . O ipoteza destul de optimista.

In Exemplul 13.1.2 — deci si in exemplul 13.1.1 — cunoastem aceasti
repartitie: este Bs+i, ntr1s - CUM X sunt binomiale conditionat de ® (adica P(X, =
jl®) = Binomial(n,®)({j}) — rezultd ci w@®) = n®. Atunci g(X) = E(n®|X)

. . . . m
nE(® | X) . Dar media unei variabile aleatoare Y ~ By, este
m+n

de unde obtinem

estimatorul bayesian pentru X..; (premiul brut) ca fiind
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n(sS +1)

X) =
9x) nt+2

(13.1.20)

Sa notam cu M = S/t media aritmetica a observatiilor ( se stie cda M este un
estimator nedeplasat si eficient pentru EX; in ipoteza ca variabilele sunt 1.1.d, ceea
ce nu este cazul!). Vom nota de asemenea Tn mod consecvent

m = EX, = E(E(X| ©)) = E(n®) = ne®/2 (13.1.21)
(caci am acceptat ca ® ~ U(0,1)). Cu aceste pregatiri putem scrie (1.1.20) sub
forma

9(X) =zM + (1-7)m (13.1.22)

nt
nt+ 2

undez =

. g.e.d.

Observatia 13.1.12. Relatia (13.1.21) este foarte atractiva: este simpla si
admite o interpretare intuitiva: cel mai bine este sa prezicem viitorul sub forma
unei mixturi intre ideile noastre anterioare ( = m) si experienta ( = M).
Coeficientul z ne arata ponderea experientei. Dacd t — oo, Z — 1, adica e mai
bine sa ne bazam pe experientd. Daca t este mic, atunci este bine de luat in
calcul si modelul nostru teoretic.

Se pune Tntrebarea : nu cumva mereu g(X) este cuprins intre m si M ?

Vom da un exemplu ca nu este asa.

Exemplul 13.1.13. Sa presupunem ca © ~ U(0,1) si ca variabilele aleatoare X,
sunt repartizate U(0,0+1) Presupunem de asemenea ca ele sunt conditionat
independente daca se stie 0. Deci

E =10,1], t = A, u(®) = 1(01)(0) (repartitia apriori)

Q(B) = U(B,06+1)" (acesta este modelul propriu zis!)

fox (0,X) = Lippen)(X1) Loo+1)(X2)- - Liooeny(¥t) 102)(0) = Law(6) unde

AX) = (X-1,%1) N (X-1,%) M ... (X=1,%) N (0,1) = (x™-1,x=) N (0,1) unde
Xe = XpAXpA . AXe, X = XpVXoV . Vs

f () = AAX) = (A1) = (X-1))s

folx=x (0) = Law/fx(X) , deci repartitia lui © conditionata de X este U(A(x))

Apoi p(®) = E(X,|®) = ® + % (media unei uniforme pe (a,b) este mijlocul
intervalului (a+b)/2 ; in cazul nostru a = © si b = ©+1!) deci g(X) = E@ | X) + %
= ((nl) + (X-1):)/2 + % (cdci §i repartitia lui © condifionatd de X este tot
uniforma!) . n concluzie
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X +1

daca x <1

X"+ X

9(X) = daca x.<l<x . (13.1.23)

X +1

daca Xe =1

Pe de alta parte m = EX; = EW(®) =% + % = 1. Se poate ca g(X) sa nu fie intre m
si M: de exemplu, dacat =3, x=(1.1; 1.2; 1.9) atunci M = (1.1+ 1.2 + 1.9)/3 =
1.4< g(x)=(1+1.9)/2=1.45.

13.2. Modelul de credibilitate Bithlmann

Fie X o selectie de volum t . Variabila aleatoare X, , 1 <r <t reprezinta
suma pe care asiguratorul a platit-o in anul r. Banuim ca repartitia acestei
variabile depinde de un factor de risc, ® asupra caruia avem o credintd — adica o
repartitie aprioriU=u- t
Definitia 13.2.1. Vom numi contract un vector (©,X) unde P-@™ = U si X =
(X4,...,X)) reprezintd variabile aleatoare din L* interpretate fiind ca o istorie a
platilor facute de asigurator la momentele de timp 1,2,...,t.

Fie ui(®) = E(X |©)

Ceea ce ne intereseaza este sa dam o predictie asupra platii viitoare X .
Istoria platilor pana in prezent (momentul t) este X.

Ca de obicei, daca nu facem unele ipoteze suplimentare, nu vom putea
spune nimic in acest sens.

Vom face ipoteza cd pentru fiecare valoare a factorului de risc ® |,
variabilele aleatoare (Xr); << sunt independente si identic repartizate. Atunci si
variabilele u(®) vor coincide. Le vom nota cu u(®).

Stim (Corolar 1.1.11) ¢ E(Xwy | Xu,....X) = E((®) | X1,...,X) = 9(X)

Aceasta este ipoteza independentei conditionate.

Scrisa precis, cu notatiile din paragraful anterior, ea devie

Q(0) =F(0)* (13.2.1)
adica
P(X; € By,....X, € B, |®) = P(X; € B, |©)...P(X; € B,| ©)
= F(®,By)....F(®,B) ¥ B, € B(R), L<r <t (13.2.2)

Am vazut ca semnificatia lui g(X) (estimatorul Bayesian exact) este
urmitoarea : dacd notdm cu L multimea functiilor h: R' — R care sunt masurabile
si au proprietatea ci h(X) € LQ,K ,P) atunci
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| X1 =9X) 2= min { | Xer=hX) 2 | heL} (13.2.3)
adica
E(Xee1 — 9(X))2 = min { EXe1—h(X))? | he L} (13.2.4)
Cu alte cuvinte g minimizeaza distanta patratica intre X1 s1 h(X).
Problema este ca in cele mai multe modele realiste g este necalculabil.
Buhlmann a avut ideea sa facd un compromis: sd caute functia h afina
care s minimizeze membrul drept din (13.2.4). Cu alte cuvinte sa caute h de

forma h(x) = ¢, + <c, x> astfel ca E(X, — h(X))* sd fie minim.

Sa consideram functia :RxR' — R data de
h(Co, Q) = E(Xt+1 —Co—C X1 —CoXp- ... - CtXt)z (1325)

Problema de optimizat devine:
Gasiti co, ¢ ca h(co,c) = minim (13.2.6)

De data aceasta problema este simpla. Este vorba de a gdsi minimul unei
forme patratice convexe. Fiind strict convexa, are optim unic.
Derivam h dupa ¢ si punem conditia ca derivata sa se anuleze. Gasim

“2E(Xis1 — Co— Xy — CoXa - ... - CX) = O (13.2.7)

(am derivat sub integrald, deoarece putem aplica criteriul lui Lebesgue de
dominare: variabilele noastre sunt in L% Rezulta

C() = E(Xt+1 - C1X1 - C2X2 T e T CIXI)' (1328)
Dar variabilele aleatoare X, , fiind conditionat identic repartizate, sunt si
identic repartizate. Media lor se va nota, ca si in primul capitol, cu m = EX; =
Ew(®). Inlocuind in (13.2.7) EX, cu m rezulta
Co=m(l-C-Co- ... - Cy) (13.2.9)
Tnlocuind in (13.2.5) gasim cd avem de optimizat functia
0(€) = E(Xir1 — M= C1(X1- m) — (X —m) - ... - ¢ Xe- m))? (13.2.10)

Sa notam cu Y, variabilele aleatoare centrate Y, = X, — m. Atunci functia
(convexa!) de optimizat devine

() =E(Yu1 —C1 Y1 —CoYo - ... - G Yy)? (13.2.11)
Gradientul ei este
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Grad (p (g ) = ('2E(Yr(Yt+1 - C]_ Y]_ - C2Y2 T e T CIYI)))IS r<t. (13212)

Ecuatia Grad o () = 0 devine

Zt:c L E(YY) = E(Y Vi) (1.2.13)

=

Pe de alta parte, daca j = r variabilele aleatoare Y; si Y, sunt conditionat
independente deci

E(Y,Y) = E(E(Y,Y;| ©)) = E(E(Y. | ©)E(Y;| ©)) (13.2.14)
Dar E(Y;| ©) = E(Xm | ©) = E(X;| ©) - m = p(®) - m = u(®) - En(®) de unde
r =j = E(Y;Y,) = Var w(®) (13.2.15)

Vom nota Var u(®) cu a.

Dacd insd r = j atunci E(Y,Y) = E(Y,?) = E(E(Y,2]©)) = E(E(X-m)?|®)) =
E(EL[(X-EX | @)+(E(X,|©) - m)1*|©)) = EE[(X-n(©))+((®) - m)I*|©)) = E(E[(X-
W(O))°| @) + 2E(IX-p(@)][(®)-m] |©) + E(u(®) - m)I)) = E(Var(X|©)) + 2E([X-
1(©)]| ©)[u(®)-m]) + Var u(@) =s’+0+a=a+s"

Am notat E(Var(X,|®)) cu s Cum variabilele aleatoare X, sunt identic
repartizate, notatia este corectd . Altfel ar fi trebuit si punem s, in loc de s. Tn
concluzie

E(Y;Y)=a+§,s* Vjre{l..t (13.2.15)
Tnlocuind Tn (13.2.12) gasim sistemul
t
D¢ (a+ds’)=a (13.2.16)
=1

care se rezolva foarte simplu. Adunind toate ecuatiile rezulti (ta + s°)(cy + ... + ¢)

=ta de unde suma coeficientilor S=¢; + ... + ¢; = Cum sistemul se mai

ta+s?

scrie ¢,s° + aS = a, urmeazi ca

Ci=C= ...=C*=

(13.2.17)

Concluzia finala este
Teorema 13.2.2. Dacd variabilelele aleatoare (X), > 1 sunt din L? §i i.id.

conditionat de ® , atunci estimatorul liniar optim h(X) are forma h(X)=(1-z)m+ zM
unde
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7= a=var W(®), s? = E(Var(X.| ®)) (13.2.18)

ta+s?

Definitia 13.2.3 Numarul z se numeste coeficientul de credibilitate al lui
Buhlmann.
El nu este o statistica , deoarece depinde de trei parametri neobservabili: a
= Var w(®); m = En(®) si s = E(Var(X, | ®)).
Uneori se poate intimpla sd coincida ca h(X) sa coincidad cu g(X) — adica
estimatorul liniar optim sa fie chiar estimatorul bayesian optim.
Pe scurt: daca avem observatiile X = (Xy,...,X;) si modelul Bayesian
-P(X; € By,.....X, € B, | ®) = Q(®,B))....Q(®,B) V B, € B(R), L<r<t
- Q(0) are densitatea fx|e=¢- v, probabilitatea apriori cu densitatea U= u-t
si notam E(X, | ®) cu w(®), atunci

0)f X\u(0)dz(6
100 = Eu(©) |30 = [1(0) fy 0 (X)u(O)d(0) ol 13219)

J. fL\@:g (X)u(o)dt(o)

iar estimatorul Buhlman este h(X) = Mz + (1-z2)m cu

m=EX, M=(X;+... +X)/t, z= a—tz, a = Var u(®), s* = E(Var(X, | 0))

at+s
(13.2.20)

Tot demersul de pina acum ar fi inutil daca nu ar exista cazuri intilnite in
statistica care estimatorul Buhlman h(X) ar coincide cu g(X) . Dam acum o
generalizare a exemplului 1, unde cele doua chiar coincid.

Definitia 13.2.4. Densitatea fx|e-g S¢ numeste familie exponentiala daca este de
forma

fx|o=0(X) = p(x)e™/q(6) (13.2.21)
unde se subintelege ca spatiul parametrilor E = [0,0). Se presupune ca functia
q(0) este derivabila.

Tn acest caz densitatea vectorului X este

) = PODPOR)-POY) o5 nge § =y, + . 4 x, (132.22)
q(9)

fxle = o(X

Sa presupunem ca densitatea apriori u a variabilei aleatoare ® este de
forma

_q(e) e . y
u(®) = ———— unde a,B e [0,) iar C(a,B) este o constantd de normare.

C(a,B)
(13.2.23)
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In aceste conditii densitatea aposteriori este
fﬁ‘@:e (Z)U (e)

[ oy (OU(dT(Y)

folx = x (6)= = Ao, B,x)e* 1 g*P(e) (13.2.24)

adica este de acelasi tip ca si densitatea apriori. Spunem ca familia aceasta de
densitati este o familie conjugata..

Propozitia 13.2.5. Daca modelul bayesian este familie exponentiala, densitatea
apriori este de forma (1.2.22) si u(0) = u(o) = 0 atunci g si h , definiti prin
(13.2.18) i (13.2.19) coincid.

Un caz particular este daca modelul este Poisson: repartitia Poisson este
de forma (13.2.21). Aici masura v este masura cardinal pe multimea numerelor
naturale.

Se punem acum problema de a estima pe baza datelor de observatie X cei
trei parametri m, a si s>. Acum este o problemi de statisticd obisnuitd: ciutim trei
estimatori nedeplasati pentru aceste cantitati. Ideea lui Buhlman a fost de a se
apela la mai multe contracte independente de acelasi tip.

Un raspuns este urmatorul:

Propozitia 13.2.6. Daca vectorii Xj = (Xj)1<r<t, Sunt independenti si acceptam la
fiecare din ei acelasi model Q, atunci My, §?si a definiti mai jos sunt estimatori
consistenti pentru m, s° si a

1 k
j=1
t t
o1&, (X =M)? D X —tM ]
§¢ = — ¥ , §¢= r=l =1 13.2.26
SRS ST o (18229
k
Z(M] _M0)2 §2
P = 13.2.27
2 k-1 t ( )

Prin M; am notat mediile de selectie ale vectorilor X;.

Mai mult, §%5i8 sunt estimatori nedeplasayi pentru s*. Variantele sunt

2 Var(M ;
Var(§?) = %Var(éf) , Var(M;) =a + ST Var(M) = # (13.2.28)

Apare o evidenta deosebire fata de cazul i1.1.d., cind aceste variante tind la
0 o datd cu cresterea numdrului de observatii, t .De asemenea vedem ca nu
conteazd asa de mult t (= istoricul ) cit conteazd k — numarul de contracte
independente.
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P

Corolarul 13.2.7. Variabila aleatoare 7= este un estimator pentru

at + §°
coeficientul de credibilitate z care este consistent in k : adicak —o = 7—>z.

Observatia 13.2.8. In general estimatorul Znu este nedeplasat, céci nu avem
_EX
X +Y EX +EY
chiar n ipoteze restrictive. Daca X si Y sunt independente, de exemplu, atunci
X EX

E X +Y se poate calcula, este diferit de EX +EY
Ca amuzament, daca X si Y sunt i.i.d. atunci egalitatea este adevaratal
Ambele valori coincid, Tn mod evident, cu % !

motive sa credem ca o formula de tipul E ar putea fi adevarata,
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Anexa 1

Valorile functiei Laplace - Gauss

u 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 0,5000 | 0,5040 | 0,5080 | 0,5120 | 0,5160 | 0,5199 | 0,5239 | 0,5279 | 0,5319 | 0,5359
0,1 0,5398 | 0,5438 | 0,5478 | 0,5517 | 0,5557 | 0,5596 | 0,5636 | 0,5675 | 0,5714 | 0,5753
0,2 0,5793 | 0,5832 | 0,5871 | 0,5910 | 0,5948 | 0,5987 | 0,6026 | 0,6064 | 0,6103 | 0,6141
0,3 0,6179 | 0,6217 | 0,6255 | 0,6293 | 0,6331 | 0,6368 | 0,6406 | 0,6443 | 0,6480 | 0,6517
0,4 0,6554 | 0,6591 | 0,6628 | 0,6664 | 0,6700 | 0,6736 | 0,6772 | 0,6808 | 0,6844 | 0,6879
0,5 0,6915 | 0,6950 | 0,6985 | 0,7019 | 0,7054 | 0,7088 | 0,7123 | 0,7157 | 0,7190 | 0,7224
0,6 0,7257 | 0,7290 | 0,7324 | 0,7357 | 0,7389 | 0,7422 | 0,7454 | 0,7486 | 0,7517 | 0,7549
0,7 0,7580 | 0,7611 | 0,7642 | 0,7673 | 0,7704 | 0,7734 | 0,7764 | 0,7794 | 0,7823 | 0,7852
0,8 0,7881 | 0,7910 | 0,7939 | 0,7967 | 0,7995 | 0,8023 | 0,8051 | 0,8078 | 0,8106 | 0,8133
0,9 0,8159 | 0,8186 | 0,8212 | 0,8238 | 0,8264 | 0,8289 | 0,8315 | 0,8340 | 0,8365 | 0,8389
1,0 0,8413 | 0,8438 | 0,8461 | 0,8485 | 0,8508 | 0,8531 | 0,8554 | 0,8577 | 0,8599 | 0,8621
11 0,8643 | 0,8665 | 0,8686 | 0,8708 | 0,8729 | 0,8749 | 0,8770 | 0,8790 | 0,8810 | 0,8830
1,2 0,8849 | 0,8869 | 0,8888 | 0,8907 | 0,8925 | 0,8944 | 0,8962 | 0,8980 | 0,8997 | 0,9015
13 0,9032 | 0,9049 | 0,9066 | 0,9082 | 0,9099 | 0,9115 | 0,9131 | 0,9147 | 0,9162 | 0,9177
1,4 0,9192 | 0,9207 | 0,9222 | 0,9236 | 0,9251 | 0,9265 | 0,9279 | 0,9292 | 0,9306 | 0,9319
15 0,9332 | 0,9345 | 0,9357 | 0,9370 | 0,9382 | 0,9394 | 0,9406 | 0,9418 | 0,9429 | 0,9441
1,6 0,9452 | 0,9463 | 0,9474 | 0,9484 | 0,9495 | 0,9505 | 0,9515 | 0,9525 | 0,9535 | 0,9545
1,7 0,9554 | 0,9564 | 0,9573 | 0,9582 | 0,9591 | 0,9599 | 0,9608 | 0,9616 | 0,9625 | 0,9633
1,8 0,9641 | 0,9649 | 0,9656 | 0,9664 | 0,9671 | 0,9678 | 0,9686 | 0,9693 | 0,9699 | 0,9706
19 0,9713 | 0,9719 | 0,9726 | 0,9732 | 0,9738 | 0,9744 | 0,9750 | 0,9756 | 0,9761 | 0,9767
2,0 0,9772 | 0,9779 | 0,9783 | 0,9788 | 0,9793 | 0,9798 | 0,9803 | 0,9808 | 0,9812 | 0,9817
2,1 0,9821 | 0,9826 | 0,9830 | 0,9834 | 0,9838 | 0,9842 | 0,9846 | 0,9850 | 0,9854 | 0,9857
2,2 0,9861 | 0,9864 | 0,9868 | 0,9871 | 0,9875 | 0,9878 | 0,9881 | 0,9884 | 0,9887 | 0,9890
2,3 0,9893 | 0,9896 | 0,9898 | 0,9901 | 0,9904 | 0,9906 | 0,9909 | 0,9911 | 0,9913 | 0,9916
2,4 0,9918 | 0,9920 | 0,9922 | 0,9925 | 0,9927 | 0,9929 | 0,9931 | 0,9932 | 0,9934 | 0,9936
2,5 0,9938 | 0,9940 | 0,9941 | 0,9943 | 0,9945 | 0,9946 | 0,9948 | 0,9949 | 0,9951 | 0,9952
2,6 0,9953 | 0,9955 | 0,9956 | 0,9957 | 0,9959 | 0,9960 | 0,9961 | 0,9962 | 0,9963 | 0,9964
2,7 0,9965 | 0,9966 | 0,9967 | 0,9968 | 0,9969 | 0,9970 | 0,9971 | 0,9972 | 0,9973 | 0,9974
2,8 0,9974 | 0,9975 | 0,9976 | 0,9977 | 0,9977 | 0,9978 | 0,9979 | 0,9979 | 0,9980 | 0,9981
2,9 0,9981 | 0,9982 | 0,9982 | 0,9983 | 0,9984 | 0,9984 | 0,9985 | 0,9985 | 0,9986 | 0,9986




Anexa 2

Cuantilele repartitiei Student

gradelprob. | 75 0.90 0.95 0.975 099 | 0.995
1 1.000 3.078 6314 | 12.706 | 31.821 | 63.657
2 0.816 1.886 2.920 4.303 6.695 | 9.925
3 0.765 1.638 2.353 3.182 4541 | 5.841
4 0.741 1.533 2.132 2776 3474 | 4.604
5 0.727 1.476 2.015 2571 3365 | 4.032
6 0.718 1.440 1.943 2447 3143 | 3.707
7 0.711 1.415 1.895 2.365 2998 | 3.499
8 0.706 1.397 1.860 2.306 2896 | 3.355
9 0.703 1.383 1.833 2.262 2821 | 3.250
10 0.700 1.372 1.812 2.228 2764 | 3.169
11 0.697 1.363 1.79 2.201 2718 | 3.106
12 0.695 1.356 1.782 2.179 2681 | 3.055
13 0.694 1.350 1.771 2.160 2650 | 3.012
14 0.692 1.345 1.761 2.145 2624 | 2.977
15 0.691 1.341 1.753 2131 2602 | 2.947
16 0.690 1.337 1.746 2.120 2583 | 2.921
17 0.689 1.333 1.740 2.110 2567 | 2.898
18 0.688 1.330 1.734 2.101 2552 | 2.878
19 0.688 1.328 1.729 2.093 2539 | 2.861
20 0.687 1.325 1.725 2.086 2528 | 2.845
21 0.686 1.323 1.721 2.080 2518 | 2.831
22 0.686 1.321 1.717 2.074 2508 | 2.819
23 0.685 1.319 1.714 2.069 2500 | 2.807
24 0.685 1.318 1.711 2.064 2492 | 2.797
25 0.684 1.316 1.708 2.060 2485 | 2.787
26 0.684 1.315 1.706 2.056 2479 | 2.779
27 0.684 1.314 1.703 2.052 2473 | 2771
28 0.683 1.313 1.701 2.048 2467 | 2.763
29 0.683 1.311 1.699 2.045 2462 | 2.756
30 0.683 1.310 1.697 2.042 2457 | 2.750
35 0.681 1.306 1.690 2.030 2438 | 2.724
40 0.681 1.303 1.684 2.021 2423 | 2.704
80 0.679 1.201 1.671 2.000 2390 | 2.660

120 0.677 1.289 1.658 1.980 2358 | 2.617
n>120 0.674 1.282 1.645 1.960 2326 | 2.576




Anexa 3
Cuantilele repartitiei y°

grade\prob. | 0.005 | 0.01 | 0.025 | 0.05 0.1 0.9 0.95 | 0.975 | 0.99
1 0.000 | 0.000 | 0.001 | 0.004 | 0.016 | 2.71 | 3.84 | 5.02 | 6.63
2 0.010 | 0.020 | 0.051 | 0.103 | 0.211 | 460 | 599 | 7.38 | 9.21
3 0.072 | 0.115 | 0.216 | 0.352 | 0.584 | 6.25 | 7.81 | 9.35 | 11.34
4 0.207 | 0.297 | 0.484 | 0.711 | 1.06 | 7.78 | 9.48 | 11.1 | 13.28
5 0.412 1 0.554 1 0.831 | 1.15 | 1.61 | 9.24 | 11.07 | 12.8 | 15.09
6 0.676 | 0.872 | 1.24 | 1.64 | 2.20 | 10.64 | 12.59 | 14.4 | 16.81
7 0989 | 124 | 1.69 | 217 | 2.83 | 12.02 | 14.07 | 16.0 | 18.47
8 134 | 165 | 218 | 273 | 3.49 | 13.36 | 15.51 | 17.5 | 20.09
9 173 | 209 | 270 | 3.33 | 417 | 14.68 | 16.92 | 19.0 | 21.66
10 216 | 256 | 3.25 | 3.94 | 4.87 | 16.99 | 18.31 | 20.5 | 23.21
11 260 | 3.05 | 3.82 | 457 | 558 | 17.27 | 19.67 | 21.9 | 24.72
12 3.07 | 357 | 440 | 523 | 6.30 | 18.55 | 21.03 | 23.3 | 26.22
13 3.57 | 411 | 501 | 589 | 7.04 | 19.81 | 22.36 | 24.7 | 27.69
14 407 | 466 | 563 | 6.57 | 7.79 | 21.06 | 23.68 | 26.1 | 29.14
15 460 | 523 | 6.26 | 7.26 | 8.55 | 22.31 | 25.00 | 27.6 | 30.58
16 514 | 581 | 691 | 7.96 | 9.31 | 23.54 | 26.30 | 28.8 | 32.00
17 570 | 6.41 | 7.56 | 8.67 | 10.08 | 24.77 | 27.59 | 30.2 | 33.41
18 6.26 | 7.01 | 8.23 | 9.39 | 10.86 | 25.99 | 28.87 | 31.3 | 34.80
19 6.84 | 7.63 | 891 | 10.1 | 11.65| 27.20 | 30.14 | 32.9 | 36.19
20 743 | 8.26 | 9.59 | 10.9 | 12.44 | 28.41 | 31.41 | 34.2 | 37.57
21 8.03 | 890 | 10.3 | 11.6 | 13.24 | 29.61 | 32.67 | 35.5 | 38.93
22 8.64 | 954 | 11.0 | 12.3 | 14.04 | 30.81 | 33.92 | 36.8 | 40.29
23 9.26 | 10.2 | 11.7 | 131 | 14.85| 32.01 | 35.17 | 38.1 | 41.64
24 9.89 | 109 | 124 | 13.8 | 15.66 | 33.20 | 36.41 | 39.4 | 42.98
25 10.5 | 115 | 131 | 146 | 16.47 | 34.38 | 37.65 | 40.6 | 44.31
26 11.2 | 12.2 | 138 | 154 | 17.29 | 35.56 | 38.88 | 41.9 | 45.64
27 11.8 | 129 | 146 | 16.2 | 18.11 | 36.74 | 40.11 | 43.2 | 46.96
28 125 | 13.6 | 153 | 16.9 | 18.94 | 37.92 | 41.34 | 445 | 48.28
29 13.1 | 143 | 16.0 | 17.7 | 19.77 | 39.09 | 42.56 | 45.7 | 49.59
30 13.8 | 15.0 | 16.8 | 18,5 | 20.60 | 40.26 | 43.77 | 47.0 | 50.89
35 17.2 | 185 | 20.6 | 225 | 248 | 46.1 | 49.8 | 53.2 | 57.3
40 20.7 | 222 | 244 | 265 | 29.1 | 51.8 | 55.8 | 59.3 | 63.7
60 355 | 375 | 405 | 432 | 465 | 744 | 79.1 | 83.3 | 884




Anexa 4
Cuantilele repartitiei Fisher - Snedecor

Gr2\Grl | Prob. 1 2 3 4 5 6 7 8
0.95 | 161.4 | 199.5 | 216 225 230 234 237 239
1 0.975 | 648 800 864 900 922 937 948 957
0.99 | 4052 | 4999 | 5403 | 5625 | 5764 | 5859 | 5930 | 5981
0.95 | 18.51 | 19.00 | 19.16 | 19.25 | 19.30 | 19.33 | 19.35 | 19.37
2 0.975 | 385 | 390 | 39.2 | 39.2 | 39.3 | 393 | 394 | 394
0.99 | 98.49 | 99.00 | 99.17 | 99.25 | 99.30 | 99.33 | 99.35 | 99.36
0.95 | 10.13 | 955 | 9.28 | 9.12 | 9.01 | 894 | 8.89 | 8.85
3 0.975 | 17.4 | 16.0 151 | 154 | 149 | 147 | 146 14.5
0.99 | 34.12 | 30.84 | 29.46 | 28.71 | 28.24 | 2791 | 27.7 | 27.49
095 | 1771 | 694 | 659 | 6.39 | 6.26 | 6.16 | 6.09 | 6.04
4 0.975 | 12.2 | 106 | 998 | 960 | 9.36 | 9.20 | 9.07 | 8.98
0.99 | 21.20 | 18.00 | 16.69 | 15.98 | 15.52 | 15.21 | 15.0 | 14.80
095 | 661 | 579 | 541 | 519 | 505 | 495 | 488 | 4.82
5 0975 | 10.0 | 843 | 776 | 739 | 7.15 | 6.98 | 6.85 | 6.76
0.99 | 16.26 | 13.27 | 12.06 | 11.39 | 10.97 | 10.67 | 10.5 | 8.10
095 | 599 | 514 | 476 | 453 | 439 | 428 | 421 | 4.15
6 0975 | 807 | 726 | 660 | 6.23 | 599 | 582 | 570 | 5.60
0.99 | 1225|1091 | 9.78 | 9.15 | 875 | 8.47 | 8.26 | 8.10
095 | 559 | 474 | 435 | 412 | 397 | 3.87 | 3.79 | 3.73
7 0975 | 8.07 | 954 | 589 | 552 | 529 | 512 | 499 | 490
099 |1225 | 955 | 845 | 7.85 | 745 | 7.19 | 6.99 | 6.84
095 | 532 | 446 | 407 | 384 | 3.69 | 358 | 3.50 | 3.44
8 0975 | 757 | 6.06 | 542 | 5.05 | 482 | 465 | 453 | 443
099 | 1126 | 865 | 759 | 1.01 | 6.63 | 6.37 | 6.18 | 6.03
095 | 512 | 426 | 386 | 3.63 | 3.48 | 3.37 | 3.29 | 3.23
9 0975 | 7.21 | 571 | 5.08 | 472 | 448 | 432 | 420 | 4.10
0.99 | 1056 | 802 | 6.99 | 642 | 6.06 | 580 | 561 | 547
095 | 496 | 410 | 3.71 | 3.48 | 3.33 | 3.22 | 3.14 | 3.07
10 0975 | 694 | 546 | 483 | 447 | 424 | 407 | 3.95 | 3.85
0.99 | 10.04 | 756 | 655 | 599 | 564 | 539 | 520 | 5.06
095 | 484 | 398 | 359 | 336 | 3.20 | 3.09 | 3.01 | 2.95
11 0975 | 6.72 | 526 | 463 | 428 | 404 | 3.88 | 3.76 | 3.66
099 | 965 | 7.20 | 6.22 | 5.67 | 532 | 507 | 489 | 474
095 | 475 | 388 | 3.49 | 3.26 | 3.11 | 3.00 | 291 | 2.85
12 0975 | 655 | 510 | 4.47 | 412 | 3.89 | 3.73 | 3.61 | 3.51
099 | 933 | 6,93 | 595 | 541 | 5.06 | 482 | 454 | 450
095 | 467 | 381 | 3.41 | 3.18 | 3.03 | 292 | 2.83 | 2.77
13 0975 | 641 | 497 | 435 | 4.00 | 3.77 | 3.60 | 3.48 | 3.39
099 | 9.07 | 6.70 | 574 | 5221 | 486 | 462 | 444 | 430
095 | 460 | 3.74 | 3.34 | 3.11 | 296 | 285 | 2.76 | 2.70
14 0975 | 6.30 | 486 | 424 | 389 | 3.66 | 350 | 3.38 | 3.29
099 | 886 | 651 | 556 | 5.04 | 470 | 446 | 4.28 | 4.14




095 | 454 | 368 | 329 | 3.06 | 290 | 279 | 271 | 2.64

15 0975 | 6.20 | 476 | 415 | 3.80 | 358 | 341 | 3.29 | 3.20
099 | 868 | 6.36 | 542 | 489 | 456 | 432 | 414 | 4.00

095 | 449 | 363 | 3.24 | 301 | 285 | 274 | 266 | 2.59

16 0975 | 6.12 | 469 | 408 | 3.73 | 350 | 3.34 | 3.22 | 3.12
099 | 853 | 6.23 | 529 | 477 | 444 | 420 | 4.03 | 3.89

095 | 445 | 359 | 320 | 296 | 281 | 270 | 261 | 2.55

17 0975 | 6.04 | 462 | 401 | 3.66 | 3.44 | 3.28 | 3.16 | 3.06
099 | 840 | 6.11 | 518 | 467 | 434 | 410 | 3.93 | 3.79

095 | 441 | 355 | 316 | 293 | 2.77 | 266 | 258 | 251

18 0975 | 598 | 456 | 395 | 361 | 3.38 | 3.22 | 3.10 | 3.01
099 | 829 | 701 | 509 | 458 | 425 | 401 | 3.84 | 3.71

095 | 438 | 352 | 313 | 290 | 274 | 263 | 254 | 2.48

19 0975 | 592 | 451 | 390 | 356 | 3.33 | 3.17 | 3.05 | 2.96
099 | 818 | 593 | 501 | 450 | 417 | 394 | 3.77 | 3.63

095 | 435 | 349 | 310 | 287 | 271 | 260 | 251 | 245

20 0975 | 587 | 446 | 386 | 351 | 329 | 3.13 | 3.01 | 291
099 | 810 | 585 | 494 | 443 | 410 | 3.87 | 3.70 | 3.56

095 | 432 | 347 | 3.07 | 284 | 268 | 257 | 249 | 242

21 0975 | 583 | 442 | 3.82 | 348 | 325 | 3.09 | 297 | 2.87
0.99 | 802 | 578 | 4.87 | 437 | 4.04 | 3.84 | 3.64 | 351

095 | 430 | 344 | 305 | 282 | 266 | 255 | 246 | 2.40

22 0975 | 579 | 438 | 3.78 | 344 | 322 | 3.05 | 293 | 2.84
099 | 795 | 572 | 482 | 431 | 399 | 3.76 | 3.59 | 3.45

095 | 428 | 342 | 3.03 | 280 | 2.64 | 253 | 244 | 2.37

23 0975 | 575 | 435 | 375 | 341 | 3.18 | 3.02 | 290 | 281
099 | 788 | 566 | 476 | 426 | 3.94 | 3.71 | 354 | 341

095 | 426 | 340 | 3.01 | 278 | 262 | 251 | 242 | 2.36

24 0975 | 572 | 432 | 372 | 338 | 3.15 | 299 | 287 | 2.78
099 | 782 | 561 | 472 | 422 | 390 | 3.67 | 350 | 3.36

Anexa 4 (continuare)

Gr2\Grl| Prob. | 9 10 11 12 13 14 15 16
095 | 194 | 194 | 194 | 194 | 194 | 194 | 194 | 194

2 0975 | 394 | 394 | 394 | 394 394 | 394 | 394 | 394
099 | 994 | 994 | 994 | 994 | 994 | 994 | 994 | 994

095 | 881 | 879 | 876 | 8.74 8.73 | 8.71 8.70 | 8.69

3 0975 | 145 | 144 | 144 | 143 | 143 | 143 | 143 | 14.2
099 | 273 | 271 | 27.1 | 27.1 27.0 | 26.9 26.9 | 26.8

095 | 6.00 | 596 | 594 | 591 | 589 | 587 | 586 | 5.84

4 0975| 89 | 884 | 879 | 875 | 872 | 869 | 8.66 | 8.64
0.99 | 147 | 145 | 144 | 144 | 143 | 142 | 142 | 142




095 | 477 | 474 | 470 | 468 | 466 | 464 | 4.62 | 4.60
) 0975 | 6.68 | 6.62 | 6.57 | 652 | 649 | 6.46 | 6.43 | 6.41
099 | 10.2 | 10.1 | 9.96 | 9.89 | 9.82 | 9.77 | 9.72 | 9.68
095 | 410 | 406 | 403 | 400 | 398 | 3.96 | 3.94 | 3.92
6 0975 | 552 | 546 | 541 | 537 | 533 | 530 | 527 | 525
099 | 798 | 789 | 7.79 | 7.72 | 766 | 760 | 7.56 | 7.52
095 | 368 | 364 | 3.60 | 357 | 355 | 353 | 3.51 | 3.49
7 0975 | 482 | 476 | 471 | 467 | 463 | 460 | 457 | 454
099 | 6.72 | 6.62 | 654 | 647 | 641 | 6.36 | 6.31 | 6.27
095 | 339 | 335 | 331 | 328 | 3.26 | 3.24 | 3.22 | 3.20
8 0975 | 436 | 430 | 424 | 420 | 416 | 413 | 410 | 4.08
099 | 591 | 581 | 573 | 567 | 561 | 556 | 552 | 5.48
095 | 318 | 3.14 | 3110 | 3.07 | 3.05 | 3.03 | 3.01 | 299
9 0975| 403 | 396 | 391 | 3.87 | 383 | 3.80 | 3.77 | 3.74
099 | 535 | 526 | 518 | 511 | 5.05 | 5.00 | 496 | 4.90
095 | 3.02 | 298 | 294 | 291 | 289 | 2.86 | 2.85 | 2.83
10 0975 | 3.78 | 3.72 | 3.66 | 3.62 | 3.58 | 3.55 | 3.52 | 3.50
099 | 494 | 485 | 477 | 471 | 465 | 460 | 4.56 | 4.52
095 | 290 | 285 | 282 | 279 | 276 | 274 | 2.72 | 2.70
11 0975 | 3.59 | 353 | 347 | 343 | 339 | 336 | 3.33 | 3.30
099 | 463 | 454 | 446 | 440 | 434 | 429 | 425 | 421
095 | 280 | 275 | 272 | 269 | 266 | 264 | 2.62 | 2.60
12 0975 | 344 | 337 | 332 | 328 | 3.24 | 321 | 3.18 | 3.15
099 | 439 | 430 | 422 | 416 | 410 | 405 | 4.01 | 3.97
095 | 271 | 267 | 263 | 260 | 258 | 255 | 253 | 251
13 0975| 331 | 325 | 320 | 3.15 | 3.12 | 3.08 | 3.05 | 3.03
099 | 419 | 410 | 402 | 396 | 391 | 3.86 | 3.82 | 3.78
095 | 265 | 260 | 257 | 253 | 251 | 248 | 246 | 2.44
14 0975| 321 | 315 | 3.09 | 3.05 | 3.01 | 298 | 295 | 2.92
099 | 403 | 394 | 38 | 380 | 3.75 | 3.70 | 3.66 | 3.62
095 | 259 | 254 | 251 | 248 | 245 | 242 | 2.40 | 2.38
15 0975| 3.12 | 3.06 | 3.01 | 296 | 292 | 289 | 286 | 2.84
099 | 389 | 380 | 3.73 | 3.67 | 3.61 | 356 | 3.52 | 3.49
095 | 254 | 249 | 246 | 242 | 240 | 237 | 235 | 2.33
16 0975| 3.05 | 299 | 293 | 289 | 285 | 282 | 279 | 2.76
099 | 378 | 369 | 362 | 355 | 350 | 345 | 341 | 3.37
095 | 249 | 245 | 241 | 238 | 235 | 233 | 229 | 2.27
17 0975 | 298 | 292 | 287 | 282 | 279 | 275 | 2.72 | 2.70
099 | 368 | 359 | 352 | 346 | 3.40 | 3.35 | 3.31 | 3.27
095 | 246 | 241 | 237 | 234 | 231 | 229 | 227 | 2.25
18 0975 | 293 | 287 | 281 | 277 | 273 | 270 | 2.67 | 2.64
099 | 360 | 351 | 343 | 337 | 332 | 3.27 | 3.23 | 3.19
095 | 242 | 238 | 234 | 231 | 228 | 226 | 223 | 221
19 0975 | 288 | 282 | 276 | 272 | 268 | 265 | 2.62 | 2.59
099 | 352 | 343 | 336 | 3.30 | 324 | 3.19 | 3.15 | 3.12
095 | 239 | 235 | 231 | 228 | 225 | 222 | 220 | 2.19
20 0975 | 284 | 277 | 272 | 268 | 264 | 260 | 257 | 2.55
099 | 346 | 337 | 329 | 323 | 3.18 | 3.13 | 3.09 | 3.05




095 | 237 | 232 | 228 | 225 | 222 | 220 | 2.18 | 2.16
21 0975| 280 | 273 | 268 | 264 | 260 | 256 | 253 | 251
099 | 340 | 331 | 324 | 317 | 3.12 | 3.07 | 3.03 | 2.99
095 | 234 | 230 | 226 | 223 | 220 | 217 | 2.15 | 2.13
22 0975| 2.76 | 270 | 265 | 260 | 256 | 253 | 250 | 2.47
099 | 335 | 326 | 318 | 3.12 | 3.07 | .302 | 298 | 2.94
095 | 232 | 227 | 223 | 220 | 218 | 2115 | 213 | 211
23 0975 | 2.73 | 267 | 262 | 257 | 253 | 250 | 247 | 244
099 | 330 | 321 | 314 | 3.07 | 3.02 | 297 | 2.93 | 2.89
095 | 230 | 225 | 221 | 218 | 215 | 213 | 211 | 2.09
24 0975 | 270 | 264 | 269 | 254 | 250 | 247 | 244 | 241
099 | 326 | 317 | 3.09 | 3.03 | 298 | 293 | 2.89 | 2.85




